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”Mikä on funktio? Mihin sitä ikinä tarvitaan?” Oppilaiden kysymykset kummitte-
levat jo etukäteen päässäni. Muistan itsekin kysyneeni näitä kysymyksiä aika-
naan. Muistan myös opettajan vaivautuneen ilmeen ja pikaisen muminan kä-
teen. Kysyin uudelleen lukiossa: ”Mikä on funktio? Miksei kukaan anna suoraa 
vastausta?”  
 
Nyt olen itse opettaja. Työpaikkani on kansainvälinen Middle Years Programme 
(MYP) -koulu ja vastuullani ovat kaikki yhdeksäsluokkalaisten matematiikan 
tunnit. Tiedänkö nyt vastauksen? Tiedän kyllä montakin esimerkkiä, mihin funk-
tiota tarvitaan ja tiedän nyt, mikä on funktio. Mutta miten selitän sen yhdeksäs-
luokkalaisille niin, että he varmasti ymmärtävät sen? Selaan kuumeisesti eri op-
pikirjasarjoja. Huomaan kauhukseni, että suurin osa englanninkielisistä oppikir-
joista ei käsittele funktiota ollenkaan. Ne kirjat, jotka käsittelevät, tekevät sen 
kovin pintaa raapaisten tai vaihtoehtoisesti mielestäni liian abstraktilla tasolla 
pyörien ja vieläpä niin, että osa Suomen perusopetuksen opetussuunnitelman 
perusteiden (2004) mukaisista asioista jää täysin käsittelemättä. Tämä on ym-
märrettävää, sillä näitä kirjoja ei ole laadittu vastaamaan Suomen perusopetuk-
sen opetussuunnitelman perusteissa (2004) määriteltyjä sisältöjä.  
 
Päädyin lopulta kirjoittamaan  itse oppimateriaalin funktiosta käyttäen suomalai-
sia oppikirjoja ja matematiikan oppimisteorioita inspiraation lähteenä. Tämä 
ponnistus herätti mielenkiintoni siihen, miten oppilaat olivat lopulta ymmärtäneet 
funktion käsitteenä: Onko oppilaiden funktiokäsitykseen yhteydessä muitakin 
tekijöitä kuin vain opetus ja oppimateriaali? Millainen on oppilaiden matematiik-
kakuva ja mitä yhteyksiä sillä on funktiokäsitykseen? Eroaako näiden oppilaiden 





2 Middle Years Programme lyhyesti 
Middle Years Programme on monimutkainen koulutusohjelma, jonka omaksu-
misen takaamiseksi järjestetään jatkuvasti koulutuksia opettajille, rehtoreille ja 
koordinaattoreille eri puolilla maailmaa. Koulun opettajien kouluttaminen  Middle 
Years Programmeen onkin yksi koulun IB –sertifioinnin edellytyksistä. (IBO 
2012.) Tässä luvussa yritetään kiteyttää Middle Years Programme erityisesti 
oppilaan ja opettajan näkökulmasta. 
 
Middle Years Programme on osa IB-organisaatiota (International Baccalaure-
ate). IB:n juuret ovat voittoa tavoittelemattomassa koulutussäätiössä, joka pe-
rustettiin Genevessä Sveitsissä vuonna 1968. IB-ohjelman loi joukko Geneven 
kansainvälisen koulun opettajia yhteistyössä usean muun kansainvälisen kou-
lun kanssa. Alun perin se oli tarkoitettu yliopistoon valmistautuville, maata ja 
koulua usein vaihtaville, kansainvälisten koulujen oppilaille. Nykyään idea on 
yhä sama, mutta se on laajentunut aikaisempaa nuorempien oppilaiden ulottu-
ville. IB-ohjelmaan kuuluu nykyisin kolme eri-ikäisille oppilaille suunnattua oh-
jelmaa: PYP (Primary Years Programme), MYP (Middle Years Programme) ja 
DP (Diploma Programme). MYP lisättiin ohjelmaan 1994 ja PYP 1997. Näiden 
ohjelmien myötä oppilaat ovat saattaneet aloittaa IB:n mukaisen opiskelun jo 
kolmevuotiaana ja opiskella sen mukaisesti aina 19 –vuotiaaksi asti. (IBO 
2012.) 
 
Middle Years Programme (MYP) on suunnattu 11 – 16 -vuotiaille oppilaille eri 
puolilla maailmaa. MYP voidaan kiteyttää kolmeen periaatteeseen: 
1) tietoisuus eri kulttuureista, 
2) kokonaisvaltainen eli holistinen oppiminen ja 
3) vuorovaikutus.  
Sen tarkoitus on kannustaa oppilaita ymmärtämään yhteydet perinteisten oppi-
aineiden ja todellisen maailman välillä, sekä samalla kehittymään kriittisiksi ja 
reflektoivaksi ajattelijoiksi. (IBO 2012.) 
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2.1 Middle Years Programme oppilas 
MYP ottaa huomioon, että eri maiden kouluissa on erilaiset opetussuunnitelmat, 
ja eri oppiaineissa on samoja aihepiirejä, mutta niitä käsitellään eri näkökulmis-
ta. IB-organisaatio on jakanut eri oppiaineet kahdeksaan eri kategoriaan: äidin-
kieli, vieras kieli, humanistiset tieteet, luonnontieteet, matematiikka, taideaineet, 
liikunta ja teknologia. Jokaisen oppilaan on valittava valinnaisaineensa niin, että 
hän opiskelee koko ajan jotain ainetta jokaisesta oppiainekategoriasta. Näiden 
lisäksi oppilaat tekevät viimeisenä MYP vuotenaan omavalintaisen projektityön 
(personal project), joka antaa heille mahdollisuuden esitellä heidän ohjelman 
myötä kehittynyttä ymmärtämystään ja taitojaan. (IBO 2012.) 
 
Kaikkien IB-ohjelmien ja siten myös MYP:n tavoite on kasvattaa mieleltään kan-
sainvälisiä ihmisiä, jotka pitävät huolta planeetasta sekä auttavat luomaan pa-
remman ja rauhallisemman maailman. IB-oppijaprofiilin mukaan IB-oppilaat pyr-
kivät ottamaan seuraavia rooleja sekä opinnoissaan että elämässään: 
 Tiedustelija (Inquirer) kehittää luontaista uteliaisuuttaan omaksumalla 
tutkimuksen toteuttamisessa tarvittavia taitoja sekä osoittaa itsenäisyyttä 
opinnoissaan. Hän nauttii oppimisesta ja tekeekin sitä koko elämänsä 
ajan. 
 Tietäjä (Knowledgeable) käy läpi eri käsitteitä, ideoita ja asioita, joilla on 
paikallinen tai maailmanlaajuinen merkitys. Näin tekemällä hän saavuttaa 
syvällisen tiedon ja kehittää ymmärrystään yli oppiainerajojen. 
 Ajattelija (Thinker) soveltaa oma-aloitteisesti, kriittisesti ja luovasti omia 
taitojaan tunnistaessaan ja lähestyessään monimutkaisia ongelmia, sekä 
tekee järkeviä ja eettisiä päätöksiä. 
 Vuorovaikuttaja (Communicator) ymmärtää ja ilmaisee tietoa itsevar-
masti ja luovasti useammalla kuin yhdellä kielellä käyttäen useita eri vuo-
rovaikutuksen muotoja hyväkseen. Hän työskentelee tehokkaasti ja mie-
lellään yhdessä toisten kanssa. 
 Periaatteellinen (Principled) toimii lahjomattomasti ja rehellisesti. Hän 
on oikeudenmukainen, reilu ja kunnioittaa muita. Hän ottaa vastuuta 
omista teoistaan ja niiden seurauksista. 
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 Avomielinen (Open-minded) ymmärtää ja arvostaa kulttuuriaan ja 
menneisyyttään ja on avoin muiden näkemyksillä, arvoille ja perinteille. 
Hän on myös tottunut etsimään ja arvioimaan erilaisia näkökantoja ja on 
valmis ottamaan oppia aikaisemmista kokemuksistaan. 
 Välittävä (Caring) on empaattinen, ymmärtäväinen ja kunnioittava tois-
ten ihmisten tarpeita ja tunteita kohtaan. Hänelle on tärkeää hyvänteke-
väisyys ja muiden ihmisten ja ympäristön hyvinvointi. 
 Riskinottaja (Risk-taker) kohtaa uudet tilanteet rohkeasti niihin valmis-
tautuen ja suhtautuu avoimesti uusiin rooleihin ja ajatuksiin. Hän on roh-
kea ja puolustaa vakaumuksiaan. 
 Tasapainoinen (Balanced) ymmärtää älyllisen, fyysisen ja emotionaali-
sen tasapainon tärkeyden hyvinvoinnin saavuttamisessa. 
 Reflektoiva (Reflective) tarkastelee omaa oppimistaan ja kokemuksi-
aan. Hän kykenee arvioimaan ja ymmärtämään vahvuuksiaan ja heik-
kouksiaan oman oppimisen ja kehityksen tukemisessa. (MYP Mathema-





2.2 Middle Years Programmen mukainen opetus ja arviointi 
Jokaisella kurssilla (Unit) on koko kurssin ajan tietty vuorovaikutusteema (Area 
of interaction focus). Opettaja saa valita mielestään kurssiin parhaiten sopivan 
teeman viidestä eri MYP-vuorovaikutusteemasta. Näitä teemoja ovat: 
1) lähestymistavat oppimiseen (approaches to learning),  
2) yhteisö ja hyväntekeväisyys (community and service), 
3) ihmisen kekseliäisyys (human ingenuity),   
4) ympäristö (environment) ja 
5) terveys- ja sosiaalikoulutus (health and social education). 
Näiden vuorovaikutusteemojen tarkoitus on tarjota oppilaalle optimaaliset mah-
dollisuudet nähdä oppiaineiden yhtymäkohdat ja edesauttaa siten holistista op-
pimista. (IBO 2012.) 
Kuvassa on esitetty keskellä viimeisenä MYP-vuotena tehtävä omavalintainen projekti-
työ IB- oppijaprofiilin kehystämänä.  Tätä puolestaan ympäröi viisi vuorovaikutustee-
maa. Ulommaisella kehällä ovat kahdeksan oppiainekategoriaa. (IBO 2012.) 





Vuorovaikutusteeman valittuaan opettajan on päätettävä teeman mukainen 
kurssin tärkein käsite tai käsitteet (significant concept(s)) ja näihin liittyvä kurs-
sikysymys (MYP unit question). Kysymyksen tarkoitus on saada oppilas kiinnos-
tumaan kurssilla opittavista asioista ja siksi sen tulee  olla sidoksissa todelliseen 
maailmaan ja mieluiten kohdistua oppilaalle ajankohtaisiin asioihin. (IBO 2011.)  
 
Kuviossa 2 on esitetty vuorovaikutusteema, tärkein käsite ja kurssikysymys 
geometrian kurssisuunnitelmassa (Unit plan). Kurssilla opeteltiin laskemaan pin-
ta-aloja. MYP -tehtävä kurssilla oli arvioida, kuinka paljon tapettia pitäisi ostaa 
oman huoneen tapetoimiseen, ja sitten laskea todellinen tarvittava määrä ja 
kuinka paljon se poikkesi arvioidusta määrästä. 
 
 
Kuvio 2: Esimerkki vuorovaikutusteemasta, tärkeästä käsitteestä ja kurssikysymykses-
tä geometrian kurssisuunnitelmasta.  
 
Opettajan on myös ennalta mietittävä  
 miten hän antaa oppilaille mahdollisuuden vastata kurssikysymykseen 
 mikä osoittaa oppilaan kohdalla riittävää ymmärtämistä 
 miten oppilaat osoittavat ymmärtämistään 
 mitä MYP-arviointikriteerejä käytetään 
 mikä on kurssin sisältö pääpiirteissään 
 mitä MYP-kriteerejä käytetään arvioinnissa 
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 mitä lähestymistapoja oppimiseen käytetään kurssin aikana ja miten ne 
kehittävät kyseiselle oppiaineelle ominaisia ja yleisiä oppimiseen liittyviä 
taitoja 
 mitä ennakkotietoja oppilailla on opetettavasta asiasta 
 miten oppilaille näytetään, mitä heidän odotetaan oppivan kurssilla 
 mitä opetusstrategioita kurssilla käytetään 
 mitä resursseja on käytettävissä ja miten niitä käytetään oppimisen edis-
tämiseksi.  
Nämä kaikki listataan kurssisuunnitelmaan  (Unit Plan), joka on kaikkien koulun 
opettajien saatavilla. Kurssin jälkeen opettajan on kerättävä palautetta oppilailta 
ja reflektoitava kurssin onnistumista kurssisuunnitelmaansa (Unit Plan). (IBO 
2011.) 
 
MYP näkyy myös arvioinnissa: jokainen oppilas saa todistukseen muiden arvo-
sanojen lisäksi myös MYP-arvosanan. Se muodostetaan arvioimalla jokaisessa 
oppiainekategoriassa sille tyypillisiä kriteerejä. Esimerkiksi matematiikassa kri-
teereitä on neljä, kun taas luonnontieteissä niitä on kuusi. Kriteerien maksimi-
pistemäärät ovat myös kategoriakohtaisia. Esimerkiksi luonnontieteissä jokai-
sen kriteerin maksimipistemäärä on kuusi, kun taas matematiikassa kahden en-
simmäisen kriteerin (A ja B) maksimipistemäärä on kahdeksan ja kahden jäl-
kimmäisen (C ja D) kuusi. Jokaisessa oppiainekategoriassa tulee arvioida jo-
kainen kriteeri vähintään kahdesti lukuvuoden aikana. (MYP Mathematics Guide 
2011; MYP Science Guide 2011.) 
 
Kuten aiemmin todettiin, matematiikan kohdalla MYP-kriteerejä on neljä. Nämä 
kriteerit ovat: 
 Kriteeri A: Tieto ja ymmärrys (Knowledge and understanding) 
 Kriteeri B: Säännönmukaisuuksien tutkiminen (Investigating Patterns) 
 Kriteeri C: Vuorovaikutus matematiikassa (Communication in Mathema-
tics) 
 Kriteeri D: Reflektointi matematiikassa (Reflection in mathematics). (MYP 
Mathematics Guide 2011.) 
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2.3 Middle Years Programme Suomessa 
Vaikka MYP on suunniteltu viidelle lukuvuodelle, voidaan myöntää lupa tiivistää 
opetus lyhyempään ajanjaksoon. Koska ala- ja yläkoulut toimivat Suomessa 
vielä hyvin erillisinä opetusyksiköinä, on Suomeen annettu erityislupa tiivistää 
MYP-opetus yläkoulutasolle. (IBO 2012.) 
 
Opettajien on pidettävä huoli, että jokainen vuorovaikutusteema esiintyy jokai-
sessa oppiainekategoriassa vähintään kahdesti yläkoulun kolmen oppivuoden 
aikana (IBO 2012). Jokaista kriteeriä on sen sijaan käytettävä arvioinnissa vä-
hintään kahdesti lukuvuoden aikana (MYP Mathematics Guide 2011). 
 
MYP-yläkouluja on Suomessa viisi, joista kaksi sijaitsee Helsingissä, yksi Es-
poossa, yksi Oulussa ja yksi Turussa. (IBO 2012.) Nämä koulut antavat suoma-
laisten arvosanojen lisäksi myös MYP-arvosanan. Eniten päänvaivaa näissä 
kouluissa tuottavat kuitenkin oppimateriaalit: opetuskieli on englanti, mutta sekä 
Suomen opetussuunnitelman että MYP:n mukaista oppimateriaalia ei ole juuri-
kaan saatavilla. Opetussuunnitelman toteutumisen varmistaminen jää siis lähes 
yksinomaan opettajan harteille.  
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3 Teoreettinen tausta 
Tässä pro gradu tutkimuksessa kartoitetaan Middle Years Programmen läpi-
käyneiden yläkoululaisten matematiikkakuvaa ja funktiokäsitystä oppimistulok-
sia sivuten. Matematiikkakuva ja funktiokäsitys ovat laajoja matematiikkaan ja 
sen oppimiseen liittyviä käsitteitä, joiden yhteyksiä ei ole aikaisemmin tutkittu. 
Tässä teoriaosuudessa perehdytään ensin näistä laajimpaan eli matematiikka-
kuvan käsitteeseen. Tämän jälkeen tutustutaan tarkemmin varsinaiseen mate-
matiikan oppimiseen. Siinä, missä matematiikkakuva ja matematiikan oppimi-
nen pitävät sisällään koko matematiikan laajan käsitteen, keskittyy viimeisenä 
käsiteltävä funktiokäsitys ainoastaan yhteen matematiikan osa-alueeseen. 
  
3.1 Matematiikkakuva 
Matematiikkakuva on suuri matematiikan oppimisteoreettinen käsite. Sen avulla 
pyritään muodostamaan kokonaiskuva niistä tekijöistä, jotka vaikuttavat yksilön 
menestymiseen matematiikan oppijana. (Tossavainen 2008.) 2000-luvun tait-
teen tutkijat pitivät keskeisinä opiskelijoiden opintomenestystä selittävinä teki-
jöinä opiskelijoiden uskomuksia ja asenteita. Toisaalta uskomukset ja asenteet 
ovat myös tärkeitä yksilön matemaattiseen ajatteluun liittyviä tekijöitä. (Joutsen-
lahti 2005.) 
 
Muun muassa Alan Schoenfeld on tutkinut matemaattista ongelmanratkaisua. 
Hänen tutkimustensa perusteella voidaan todeta, että oppilaan matematiikkaku-
va vaikuttaa oppilaan ymmärtämiseen, ratkaisuihin, affektiivisiin reaktioihin ja 
toimintaan muun muassa erilaisissa matematiikkaan liittyvissä oppimistilanteis-
sa. (Schoenfeld 1985; Pietilä 2002.) Matematiikkakokemukset puolestaan ovat 
keskeisessä asemassa matematiikkakuvan muodostumisessa ja muuttumises-
sa (Pietilä 2002). 
 
3.1.1 Matematiikan luonne 
Ihmisten luomaa matematiikkaa on jossain muodossa ollut olemassa yhtä kau-
an kuin ihmisiäkin. Vanhimmat matematiikkaan liittyvät arkeologiset löydöt ovat 
tuhansia elleivät jopa kymmeniä tuhansia vuosia vanhoja. (Tossavainen & Sor-
vali 2003, 31). Muihin tutkimusaloihin verrattuna matematiikkaa pidetään yleen-
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sä hyvin eksaktina tieteenalana, jossa käsitteet ovat tarkasti määriteltyjä ja tar-
joavat vankan perustan matemaattiselle teorialle (Tall & Vinner 1981). Mutta mi-
tä matematiikka tarkalleen ottaen on? Yksinkertainen kysymys, johon varmasti 
jokaiselta löytyy vastaus. Mutta onko vastauksesi tähän kysymykseen sama 
kuin kollegallasi tai kadulla vastaan tulevalla ventovieraalla?  
 
Matematiikan luonne on pohdituttanut tutkijoita jo vuosikymmenten ajan. Sitä 
ovat tutkineet muun muassa Jenny Young-Loveridge, Merilyn Taylor, Sashi 
Sharma ja Ngarewa Hawera (2006) sekä Reuben Hersh (1997). Yksiselitteistä 
vastausta kysymykseen ”Mitä matematiikka on?” ei ole kuitenkaan onnistuttu 
saamaan. Käsityksellä matematiikan luonteesta on kuitenkin vaikutusta oppimi-
sen ja opetuksen luonteeseen (Kaasila 1997, 21). 
 
Paul Ernestin (1989) mukaan matematiikan luonne voidaan nähdä kolmesta eri 
näkökulmasta:  
1. Instrumentaalinen käsitys  
2. Platonistinen käsitys  
3. Ongelmanratkaisunäkemys. 
 
Instrumentalistisen käsityksen mukaan matematiikka on väline. Matematiikka on 
joukko irrallisia, mutta käytännöllisiä sääntöjä ja faktoja. Näitä sääntöjä, faktoja  
ja menetelmiä käytetään jonkin ulkoisen päämäärään tavoittelussa.  
 
Platonistisen käsityksen mukaan matematiikka on pysyvä, johdonmukainen ja 
yhtenäinen tietorakennelma, joka rakentuu logiikan lakien varaan. Matematiik-
kaa ei voi luoda vaan se löydetään.  
 
Ongelmanratkaisunäkemyksen mukaan matematiikka on dynaaminen, jatkuvas-
ti laajeneva tieteenala. Tämän näkemyksen mukaan matematiikka on nimen-
omaan ihmisen luomaa ja keksimää ja siten kulttuurin tuotos. Matematiikka ei 
ole koskaan valmista, vaan se on avoin muutoksille.  
 
Ernestin (1989) mukaan opettajien opetuskäytänteet perustuvat heidän usko-
muksiinsa ja näkemyksiinsä matematiikan luonteesta. MYP kannustaa näke-
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mään oppianeet aina kytköksissä todelliseen maailmaan ja muodostamaan op-
pisisällöistä suuria kokonaisuuksia. On siis luultavaa, että monikaan MYP  
-opettaja tai -oppilas ei pidä matematiikkaa vain joukkona irrallisia sääntöjä ja 
faktoja. Anu Pietilän (2002) mukaan yksilön käsitys matematiikasta on merkittä-
vä osa hänen matematiikkakuvaansa. 
 
3.1.2 Matematiikkakuvan osa-alueet 
Matematiikan oppimisen ja opettamisen tutkimuksessa on 1980-luvulta alkaen 
nostettu esiin affektiivisen alueen tekijöiden vaikutus (Joutsenlahti 2005). Tämä 
tarkoittaa, että tietojen ja taitojen lisäksi on huomattu myös asenteiden ja usko-
musten vaikuttavan matematiikan oppimiseen.  
 
Kuten edellisessä luvussa viitattiin, Ernest (1989) tutki matematiikkakäsitystä ja 
niihin liittyviä uskomuksia jo 1980-luvulla. Käsite matematiikkakuva muodostui 
kuitenkin osaksi matematiikan didaktiikan käsitteistöä todennäköisesti vasta 
vuonna 1994 Törnerin ja Grigutschin artikkelin myötä (Tossavainen 2008). Seu-
raavana vuonna Erkki Pehkonen (1995) tarkensi ja esitteli käsitettä yksityiskoh-
taisemmin omassa tutkimuksessaan.  
 
Viime vuosikymmeninä matematiikkakuvaa on tutkittu paljon (mm. Pietilä 2002, 
Kaasila, Laine & Pehkonen 2004, Joutsenlahti 2005). Matematiikkakuvan käsite 
vaihtelee yhä hiukan tutkimuksesta riippuen, mutta yleisesti voidaan todeta, että 
matematiikkakuva sisältää käsityksen itsestä matematiikan oppijana ja opetta-
jana sekä käsityksen matematiikasta, sen opettamisesta ja oppimisesta (Tossa-
vainen 2008). Eri tutkimuksissa nämä pääpiirteet on jaettu erilaisiin komponent-
teihin. Matematiikkakuva voidaan jakaa komponentteihin ja osa-alueisiin useilla 
erilaisilla tavoilla. Tässä tutkimuksessa käytetään Pietilän (2002) muodostamaa 
matematiikkakuvamallia.  
 
Pietilän (2002) mukaan matematiikkakuva muodostuu yksilön subjektiivisesta 
tiedosta ja tunteista. Kokonaisuudessaan se on jaettavissa viiteen osa-
alueeseen: uskomukset, asenteet, käsitykset, tunteet ja tieto. Kokemuksellinen 
oppiminen on kokonaisvaltaista (von Glasersfeld 1987), joten matematiikkaku-
van kannalta ei ole olennaista tarkastella osa-alueita toisistaan täysin erillisinä 
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olentoina. Osa-alueita kannattaa kuitenkin tarkastella lähemmin, koska niillä on 
erilaisia ominaisuuksia. Myös suurin osa tutkimuksista koskee yleensä vain yhtä 
osa-aluetta kerrallaan. Osa-alueiden erottelemiseen sisältyy toisaalta myös on-
gelmia: Matematiikan opetuksen tutkimuksessa useilla termeillä ei ole yleisesti 
hyväksyttyä määritelmää. Tästä seuraa, että matematiikan opetuksen tutkijat 
saattavat käyttää samoja termejä eri ilmiöitä tutkiessaan. Myös tieteenalojen vä-
lillä termien määrittelyssä on eroja. (Pietilä 2002.)  Esimerkiksi psykologia ja 
matematiikan opetuksen tutkimus käyttävät monia samoja termejä, mutta niiden 
merkitys on kuitenkin eri. (McLeod 1992, 576). 
 
Tieto  
Pietilän (2002) mukaan tieto käsitteenä on määriteltävissä seuraavien käsittei-
den kautta: oppisisältötieto, tieto opettamisesta ja oppimisesta, sekä muu peda-
goginen tieto. Tämän tutkimuksen kohteena olivat yhdeksäsluokkalaiset oppi-
laat. Heidän matematiikkakuvansa tieto on luonnollisesti suppeampi kuin Pieti-
län (2002) luokanopettajaopiskelijoiden matematiikkakuvan tieto. Yhdeksäs-
luokkalaisen näkökulmasta on mielekästä rajoittua tarkastelemaan Pietilän mal-
lista vain oppisisältötiedon alalajia matematiikkatietoa.  
 
Matematiikkatieto koostuu sekä tiedosta matematiikasta että matemaattisesta 
tiedosta. Tieto matematiikasta pitää sisällään tietoa matematiikan luonteesta ja 
siitä, mitä matematiikan osaaminen ja tekeminen tarkoittaa. Matemaattinen tieto 
taas on faktoja, käsitteitä, periaatteita ja oppiaineen selitysmalleja. Matemaatti-
nen tieto voidaan edelleen jakaa käsitteelliseen tietoon (conceptual knowledge) 
ja menettelytapatietoon (procedural knowledge) (Pietilä 2002). Menettelytapa-
tieto tarkoittaa matematiikan formaalin kielen ja matemaattisten sääntöjen hal-
lintaa. Käsitteellisellä tiedolla puolestaan viitataan tietoverkkoon, jossa korostuu 
käsitteiden välisten suhteiden ymmärtäminen (Hiebert & Lefevre 1986, 3-6). 
Matematiikan ymmärtämisessä ja ongelmanratkaisussa tarvitaan sekä menette-




Kuvio 3: Matematiikkatieto (Saarinen & Salminen 2011). 
 
Käsitykset ja uskomukset  
Jokaisella on ainutlaatuinen uskomusrakenne. Henkilö vertaa omia uskomuksi-
aan uusiin kokemuksiin ja toisten ihmisten uskomuksiin. Tästä johtuen usko-
mukset ovat jatkuvan arvioinnin ja muutoksen alaisia. Uskomukset voivat myös 
olla samaan aikaan keskenään ristiriitaisia (Pehkonen 1998, 39, 54.), ja jotkut 
uskomukset ovat henkilölle tärkeämpiä kuin toiset (Pietilä 2002). Henkilö on 
myös usein tietoinen siitä, että muilla voi olla erilaisia uskomuksia kuin hänellä 
(Pehkonen 1998, 54). 
 
Uskomussysteemiä voidaan Pietilän (2002) mukaan mallintaa sisäkkäisillä ym-
pyröillä. Sisimmäisimmällä ympyrällä ovat oppilaalle tärkeimmät uskomukset. 
Näitä uskomuksia on kaikista vaikein muuttaa. Vastaavasti kaikista uloimmilla 
kehillä ovat helpoimmin muutettavissa olevat, vähiten tärkeät uskomukset. (Pie-
tilä 2002.) 
 
Uskomuksia voidaan luokitella myös pinta- ja syväuskomuksiin niiden tiedosta-
misen syvyyden mukaan. Pintauskomukset ovat tietoisia, ja ne perustuvat 
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enemmän objektiivisille perusteille, kun taas syväuskomukset ovat usein tiedos-
tamattomia ja vaikeasti muutettavia. (Pietilä 2002.)  
 
Uskomusjärjestelmä sisältää muun muassa henkilökohtaisia kokemuksia ja tun-
temuksia. Tästä seuraa, että ihmiset saattavat havaita uskomuspohjaisia merki-
tyksiä hyvin erilaisissa tilanteissa. Tämä selittää sitä, että oppilaat reagoivat eri 
lailla ulkoisesti samanlaisiin tilanteisiin. Uskomussysteemillä on myös hyvin ar-
vioiva ja affektiivinen komponentti toisin kuin tietorakenteella. (Pietilä 2002.) Us-
komussysteemiin liittyy tyypillisesti laaja valikoima erilaisia ”hyviin” ja ”huonoi-
hin” luokiteltuja käsityksiä (Pehkonen 1998).  
 
Oppilaan uskomukset jaetaan usein seuraaviin alaluokkiin: uskomukset mate-
matiikan luonteesta, uskomukset matematiikan oppimisesta ja opettamisesta ja 
uskomukset itsestä matematiikan oppijana. (Pehkonen 1998, 47.) 
 
Asenteet ja tunteet  
Tunteiden määritteleminen on verrattain vaikeaa. Vaikka tunteita on tutkittu vii-
me vuosina paljon etenkin matematiikan opettamisen ja oppimisen osalta  (Kai-
lio 2010), tunteet määritellään tieteellisessä kirjallisuudessa hyvin eri tavoin tut-
kimuksesta riippuen (Hannula 2004; Malmivuori 2001, 87; Kailio 2010, 13; Mc-
Leod 1988, 135). Tässä tutkimuksessa tunteet määritellään intensiivisiksi sekä 
suhteellisen nopeasti ilmeneviksi ja katoaviksi mielenliikutuksiksi, kiihtymyksiksi 
tai järkytyksiksi (Malmivuori 2001, 88-89, McLeod 1988, 135). Tunteet voivat ol-
la esimerkiksi suuttumusta, pelkoa, kauhua ja paniikkia. (Saarivirta 2008, 4). 
Matemaattisen ongelmanratkaisun yhteydessä mahdollisesti koettava ahaa-
elämys on esimerkki kohtuullisen intensiivisestä positiivisesta tunteesta (Mc-
Leod 1988). Haastavan tehtävän ratkaisemisen tai matemaattisen ymmärtämi-
sen tuoma tyytyväisyyden tunne on taas luonteeltaan pidempiaikainen tuntemus 
(Malmivuori 2001, 89; Saarivirta 2008, 4).  
 
Tunteita on matematiikan tutkimuksessa käsitelty esimerkiksi  Noviisi-ekspertti –
vastakkainasettelun kautta. Molemmissa ryhmissä koetaan samankaltaisia tur-
hautumisen ja onnistumisen tunteita matematiikan parissa. Ekspertit kykenevät 
kuitenkin hallitsemaan tunteensa noviiseja paremmin. (McLeod 1992, 583.)  
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Asenteet ovat affektiivisia reaktioita, joihin liittyy kohtalaisen intensiivisiä ja py-
syviä positiivisia tai negatiivisia tunteita. (McLeod 1992, 581). Kailion (2010) 
mukaan monissa matematiikka-asenteita tutkineissa artikkeleissa käsite asenne 
rinnastetaan matematiikkauskomuksiin, joihin liittyy lisäksi uskomus itsestä ma-
tematiikan oppijana.  
 
Asenteita, kuten tunteitakin, on positiivisia ja negatiivisia. Asenteet matematiik-
kaa kohtaan näyttävät kehittyvän kahdella eri tavalla: joko toistuvan tunnereak-
tion kautta tai jo olemassa oleva asenne siirtyy uuteen entisen kaltaiseen koh-
teeseen. Esimerkiksi negatiivinen asenne suorien piirtämiseen koordinaatistoon 
suorien yhtälöistä saattaa siirtyä funktion kuvaajan piirtämiseen. Oppilaalla 
saattaa olla myös erilainen asenne matematiikan eri osa-alueita kohtaan. Esi-
merkiksi asenne geometriaa kohtaan voi olla negatiivinen ja algebraa kohtaan 
positiivinen. (McLeod 1992 581.) 
 
Oppilaan matematiikka-asenteen ja oppimistulosten välillä on havaittu selvä 
korrelaatio. Tutkimusten mukaan nämä eivät kuitenkaan ole riippuvaisia toisis-
taan, vaan ne ovat vuorovaikutuksessa keskenään monimutkaisella ja vaikeasti 
ennustettavalla tavalla. (McLeod 1992, 581-582.) 
 
3.1.3 Matematiikkakuvan komponentit 
Pietilän (2002) mukaan matematiikkakuvan osa-alueista rakentuu kaksi pää-
komponenttia:  
1) kuva itsestä matematiikan oppijana ja opettajana sekä  
2) kuva matematiikasta ylipäänsä, sen oppimisesta ja opettamisesta.  
 
Ensimmäisenä mainittu komponentti eli käsitys itsestä sisältää: 
 matematiikkaan liittyvät tavoitteet ja motiivit sekä käsityksen matematii-
kan käyttökelpoisuudesta kokijalle itselleen, 
 tunteet matematiikkaa kohtaan sekä niihin liittyvät syyt, 
 arvion omista matematiikan opiskeluun liittyvistä kyvyistä, heikot ja vah-
vat osa-alueet matematiikassa sekä syyt onnistumiseen ja epäonnistu-
miseen. 
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Toisena mainittu komponentti, jota tässä tutkimuksessa kutsutaan mielikuviksi, 
pitää sisällään käsityksen siitä,  
 mitä ja minkälaista matematiikka on, 
 miten matematiikkaa opitaan ja opetetaan. (Pietilä 2002.) 
 
Kuviossa 4 on esitetty matematiikkakuva näistä kahdesta näkökulmasta. 
 
Kuvio 4: Matematiikkakuva 
Matematiikkakuva muodostuu osa-alueista ja voidaan jakaa kahteen pääkomponent-
tiin. (Saarinen & Salminen 2011.) 
 
3.1.4 Motivaatio 
Pietilän (2002) matematiikkakuvamallissa motivaatio ei nouse voimakkaasti 
esiin, vaikka se on tärkeä taustavaikuttaja matematiikan oppimisprosessissa. 
Tässä tutkimuksessa käytetään Kailion (2010) käyttämää motivaatiokäsitettä. 
Hänen mukaansa motivaatio voidaan nähdä tunnekäsitteen osana, potentiaali-
na, jonka avulla yksilö suuntaa käytöstään. Tämä potentiaali tulee ilmi yksilön 
kognitioissa ja emootioissa. Motivaation juuret ovat oppilaan tarpeissa (needs), 
joita prosessoimalla oppilas saavuttaa haluamansa tavoitteet (goals, motive). 
(Kailio 2010.) Myös MYP tunnistaa oppilaan motivoinnin tärkeyden. Jokainen 
kurssi (unit) tulisi aloittaa esittämällä oppilaille aiheesta oppilaita motivoiva kurs-
sikysymys. (IBO 2012.) 
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Motivaatiolla on myös selvä yhteys uskomuksiin ja käsityksiin. Uskomukset ja 
käsitykset matematiikasta vaikuttavat oppilaan motivaatioon matematiikan opis-
kelussa. Yllättävää on, että oppilaalla voi olla hyvin jäsennelty matematiikkaku-
va, mutta negatiivinen kiinnostus matematiikkaa kohtaan. Toisaalta hyvin perus-
teltu negatiivinen kiinnostus on osa hyvää matematiikkakuvaa. Jäsentyneen 
matematiikkakuvan perusteella ei siis voida vielä vetää johtopäätöstä, että hen-
kilö pitäisi matematiikasta. (Kailio 2010, 21.) 
 
3.1.5 Aikaisemmat tutkimukset matematiikkakuvasta 
Suomessa matematiikkakuva on ollut usean tutkimuksen kohteena viime vuosi-
na. Erityisesti luokanopettajaopiskelijoiden matematiikkakuvaa on tutkittu paljon. 
Matematiikan aineenopettajaopiskelijoiden ja aineenopettajien, sekä yläkoulu-
laisten matematiikkakuvat ovat sen sijaan vähemmän kartoitettua aluetta. 
 
Matematiikan aineenopettajien matematiikkakuvasta 
Paula Saarinen ja Jessica Salminen (2011) tutkivat matematiikan aineenopetta-
jien (N = 141) matematiikkakuvaa pääkaupunkiseudulla. Aineisto kerättiin verk-
kokyselylomakkeella. Matematiikkakuvafaktoreita Saarinen ja Salminen löysivät 
viisi: itseluottamus oppijana, motivaatio oppijana, itseluottamus opettajana, kuva 
matematiikan oppimisesta ja matematiikkakäsitys. Aineiston opettajat jaettiin 
ryhmiin työpaikan ja urahaaveiden perusteella. Tutkimuksen mukaan peruskou-
lussa ja lukiossa matematiikan opettajina työskentelevien opettajien itsevar-
muus ja motivaatio matematiikan oppijina erosivat tilastollisesti merkittävästi. Ne 
opettajat, jotka työskentelivät ja halusivat myös jatkaa työskentelyä lukiossa, 
näkivät matematiikan opettajan roolin keskimäärin useammin asiantuntijana 
kuin peruskoulu-uraan suuntautuneet opettajat.  
 
Luokanopettajaopiskelijoiden matematiikkakuvasta 
Anu Pietilä tutki väitöskirjassaan Luokanopettajaopiskelijoiden matematiikkaku-
va (2002)  luokanopettajaopiskelijoiden matematiikkakuvaa ja sen kehittymi-
seen vaikuttavia matematiikkakokemuksia. Tutkimusaineisto (N = 80) kerättiin 
kirjallisten kotitehtävien muodossa luokanopettajaopintojen yhteydessä. Tämän 
lisäksi haastateltiin kahdeksaa opiskelijaa. Opiskelijat jaettiin neljään eri luokitte-
luryhmään sen mukaan, minkälaisina matematiikan oppijina he itseään pitivät.  
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Pietilän (2002) mukaan opinnot ja onnistumisen elämykset, ja niiden kautta ma-
tematiikkakuvan eri osa-alueet (tieto, uskomukset, käsitykset, asenteet ja tun-
teet), vaikuttivat matematiikkakuvan muodostumiseen. Myös opiskelijoiden ku-
valla itsestä oli havaittavissa selvä yhteys matematiikkakuvaan.  
 
Artikkelissa Luokanopettajaopiskelijoiden matematiikkakuvan rakenteesta 
(Hannula ym. 2005) matematiikkakuvan komponentit poikkeavat hieman Pieti-
län (2002) matematiikkakuvan komponenteista. Markku Hannulan ym. (2005) 
artikkelissa matematiikkakuva koostuu kolmesta komponentista, jotka ovat:  
1) matematiikan didaktiikka,  
2) minä ja  
3) sosiaalinen konteksti. 
Ensimmäinen komponentti, matematiikan didaktiikka, on hyvin samankaltainen 
kuin tässä tutkimuksessa käytetty Pietilän (2002) matematiikkakuvamallin mu-
kainen mielikuvat-komponentti. Se pitää sisällään uskomukset matematiikasta 
tiedonalana, matematiikan oppimisesta ja opettamisesta sekä matemaattisesta 
ongelmanratkaisusta. Toinen Hannulan ym. (2005) komponentti, minä, on luon-
teeltaan myös hyvin samankaltainen tässä tutkimuksessa käytetyn Pietilän 
(2002) toisen komponentin kanssa. Minään kuuluvat uskomukset minäpysty-
vyydestä, kontrolliuskomuksista, tehtävän arvosta ja tavoiteorientaatiosta. Sen 
sijaan kolmas Hannulan y. (2005) komponentti, sosiaalinen konteksti, poikkeaa 
Pietilän (2002) matematiikkakuvamallin komponenteista. Siihen kuuluvat usko-
mukset luokkatilanteesta ja sosiaalisista normeista. Sosiaalista kontekstia ei 
Pietilän (2002) tutkimuksessa ole nostettu matematiikkakuvan osatekijäksi, 
vaan sitä pidetään vain matematiikkakuvaan vaikuttavana tekijänä. 
 
Lukiolaisten matematiikkakuvasta 
Jorma Joutsenlahti (2005) tutki lukion pitkän matematiikan opiskelijoiden tehtä-
väorientoituneisuutta matematiikkakuvan kautta. Hänen mukaansa matematiik-
kakuvan voidaan ajatella koostuvan viidestä osasta: 
1) Matematiikka tieteenä, 
2) Matematiikka ja minä, 
3) Matematiikka ja sukupuoli, 
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4) Matematiikan hyödyllisyys ja 
5) Matematiikan opetus. 
Vaikka Joutsenlahden (2005) jaottelu poikkeaa huomattavasti luokanopettaja-
opiskelijoiden matematiikkakuvaa kartoittaneessa tutkimuksissa käytetyistä jaot-
teluista, ovat siinä silti havaittavissa samat matematiikkakuvan elementit. Tos-
savainen (2008) toteaakin, että kaikkiin matematiikkakuvamalleihin kuuluu jos-
sain muodossa käsitys itsestä matematiikan oppijana ja opettajana sekä käsitys 
matematiikasta, sen opettamisesta ja oppimisesta. 
 
3.2 Matematiikan oppimisesta 
David Tallin (1992) mukaan edistyneen matemaattisen ajattelun saavuttaminen 
edellyttää vaikeaa siirtymistä tilasta, jossa käsitteillä on intuitiivinen pohja omis-
sa kokemuksissa, tilaan, jossa käsitteet on määritelty formaaleilla määritelmillä 
ja niiden ominaisuudet on johdettu loogisen päättelyn kautta. Myös Joutsenlah-
den (2004, 365) mukaan matemaattinen ajattelu ja oppiminen ovat aluksi voi-
makkaasti kontekstisidonnaisia. Lapset oppivat sitä paremmin matematiikkaa 
mitä enemmän esimerkit ja sanalliset tehtävät ovat osa heidän kokemusmaail-
maansa. (Joutsenlahti 2004, 365.) Myös MYP tunnistaa tämän tärkeyden: se 
kannustaa sitomaan oppisisältöjä todelliseen maailmaan ja mieluiten oppilaille 
ajankohtaisiin asioihin (IBO 2012).  
Edistyneempään matemaattiseen ajatteluun siirtymisen aikana aikaisemmat ko-
kemukset ja niiden ominaisuudet voivat olla yhtä aikaa olemassa opiskelijan 
ajatusmaailmassa alati kasvavan loogisen päättelyn tuoman tiedon kanssa. 
Tässä tilassa on kuitenkin laajalti kognitiivisia ristiriitoja, jotka voivat olla esteitä 
oppimiselle. (Tall 1992.) Oppilaiden omien ongelmanasettelujen konstruointi ja 
ratkaiseminen ovat tässä avainasemassa, jolloin opiskeltavat matemaattiset kä-
sitteet ovat luontevasti mukana oppilaiden kannalta mielekkäissä arkielämän 
yhteyksissä (Joutsenlahti 2004, 365).  
 
3.2.1 Matematiikan oppimisteorioita 
Matematiikan oppimisteorioita on useita, ja näiden teorioiden sisällä on melko 
paljon tulkintaeroja tutkijoiden kesken. Oppimisteorioiden väliset erot tulevat 
esille erityisesti oppimisen arviointiin liittyvissä painotuksissa. Nämä erilaiset 
painotukset johtuvat erilaisesta suhtautumisesta varman tiedon olemassaoloon. 
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Tämän vuoksi tiedon laadun kriteerit vaihtelevat oppimisteoriasta riippuen. 
(Kaasila 1997, 22.) 
 
Sosiokulttuurinen oppimisteoria 
Sosiokulttuurisen suuntauksen mukaan sisäinen henkinen toiminta syntyy ulkoi-
sen toiminnan välisestä yhteydestä ja suunnasta. Tässä ajattelu ja kieli ovat lä-
heisessä yhteydessä toisiinsa. Kieltä laajempi käsite merkkijärjestelmät välittyy 
ennen kaikkea sosiaalisen vuorovaikutuksen kautta. Tätä suuntausta on kritisoi-
tu siitä, että se ei huomioi oppilaiden välisiä yksilöllisiä eroja  ylikorostaen sosi-
aalisen vuorovaikutuksen merkitystä matematiikan opetuksessa.  (Kaasila 1997, 
23.)  
 
Sosiokulttuurisen opetus-oppimismallin mukaan oppija oppii, kun hän löytää  
universaalin perustan tutkittavalle matemaattiselle ilmiölle. Sosiokulttuurinen 
opetus suuntautuu siis selkeästi abstraktista konkreettiin. Tämä tapahtuu kui-
tenkin formaalilla, matemaattisella tavalla. (Kailio 2010, 28.) 
 
Konstruktivismi 
Konstruktivismi sai alkunsa 1970-luvun lopulla, kun matematiikan oppimisen 
tutkimuksessa alettiin voimakkaasti korostaa oppilaiden aktiivista osallistumista 
oppimisprosessiin. Oppilas alettiin nähdä oman tietämyksensä rakentajana 
omien ennakkotietojensa perustalle. (Kupari 1999, 35.) Koska kirjallisuudesta 
löytyy konstruktivismille monenlaisia toisistaan poikkeavia määritelmiä, on hyvä 
tarkastella sen eri suuntauksia. Eräiden tulkintojen mukaan konstruktivismi ulot-
tuu myös sosiokulttuuriseen koulukuntaan. Tiukemman tulkinnan mukaan käsi-
tys matemaattisen tiedon luonteesta ja absoluuttisen tiedon olemassaolosta 
erottaa sosiokulttuurisen suuntauksen sekä heikon konstruktivismin (absolutis-
mi) sosiaalisesta konstruktivismista, radikaalista konstruktivismista sekä sosiaa-
lisesta konstruktionismista eli relativismista. (Kaasila 1997, 28.)   
 
Absolutismi eli heikko konstruktivismi pitää sisällään kaikki konstruktivismin 
suuntaukset. Kaikkien konstruktivismin suuntausten mukaan kaikki tieto on 
konstruoitua. Ne eivät myöskään ota kantaa epistemologisiin kysymyksiin eivät-
kä siten kiellä varman tiedon olemassaolon mahdollisuutta.  (Kaasila 1997, 31.) 
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Heikko konstruktivismi korostaa ongelmatilanteiden tärkeyttä opetuksessa. Op-
pilaiden omien ajatusten ja esikäsitysten huomioon ottamisen pitäisi olla ope-
tuksen lähtökohtana. Sosiaalinen vuorovaikutus on myös tärkeässä roolissa 
heikon konstruktivismin mukaisessa opetuksessa. (Kaasila 1997, 33.) 
 
Radikaali konstruktivismi kyseenalaistaa monet matematiikan opetuksessa jo 
vuosisatoja itsestäänselvyyksinä pidetyt käsitykset. Sen periaatteet edellyttävät 
radikaalia rekonstruktiota yksilön käsityksestä tiedosta ja todellisuudesta. Tieto-
teorian sijaan pitäisikin käyttää termiä tietämisen teoria (knowing how). Abso-
luuttista totuutta ei ole, vaan ainoastaan työhypoteeseja, jotka voivat osoittautua 
elinvoimaisiksi. Tämä aiheuttaa kuitenkin ongelmia matemaattiseen vuorovaiku-
tukseen: sanojen merkitykset ovat jokaiselle henkilölle ominaisia, subjektiivisia 
konstruointeja. Radikaalia konstruktivismia onkin kritisoitu muun muassa sosi-
aalisen vuorovaikutuksen merkityksen taka-alalle jättämisestä. Näkyvimmin ra-
dikaali konstruktivismi on nostanut päätään Ernest von Glaserfeldin teesien 
myötä, joita hän esitteli 1980-luvun alussa. (Kaasila 1997, 35-37.) 
 
Sosiaalisen konstruktionismin voidaan sanoa tarjoavan kompromissin sosiokult-
tuurisen oppimisteorian ja radikaalin konstruktivismin välille. Matematiikan op-
pimista tarkastellaan sekä aktiivisena yksilöllisenä oppimisprosessina että laa-
jempaan yhteiskuntaan kuuluvien matemaattisten käytäntöjen kulttuuristamis-
prosessina. Sosiokulttuurisen teorian tapaan sosiaalinen konstruktivismi siis sal-
lii matematiikan käsittelyn formaalisena olentona, mutta samalla radikaalin kon-
struktivismin tapaan matemaattinen sosiokonstruktivismi ei hae lopullista totuut-
ta, vaan tutkimustyön tarkoitus on lähinnä jäsentää yksilön kokemusmaailmaa. 
(Kailio 2010; Kaasila 1997, 40-41.)  
 
Käsitteellinen ja menetelmällinen tieto 
Hiebertin ja Lefevren (1986,3) mukaan matematiikan oppimista kannattaa tar-
kastella myös käsitteellisen (conceptual) ja menetelmällisen (procedural) tiedon 
kautta. Nämä kaksi termiä valottavat matematiikan oppimista ja siinä suoriutu-
mista. Tästä syystä niitä on käytetty paljon, mutta valitettavan usein eri merki-
tyksissä. Tämä johtuu osaltaan siitä, että näiden kahden tiedon muodon keski-
näistä suhdetta ei vielä täysin ymmärretä. (Hiebert & Lefevre 1986, 1-3.) 
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Käsitteellinen tieto on oppijan päässä oleva pienistä yksittäisistä faktoista raken-
tunut tietoverkosto, jossa nämä pienet palaset liittyvät tavalla tai toisella toisiin-
sa. Käsitteellistä oppimista tapahtuu tiedon palasten linkittyessä toisiinsa tai uu-
den tiedon palasen liittyessä jo olemassa olevaan rakenteeseen. Menetelmälli-
sen tiedon voidaan ajatella jakaantuvan kahteen osaan: matematiikan formaali-
kielen hallintaan, joka sisältää tiedon matematiikan symboleista ja keinotekoisis-
ta matematiikan säännöistä, ja matemaattisten sääntöjen hallintaan, joka sisäl-
tää laskumallit, algoritmit, joita käytämme ratkaistessamme matemaattisia on-
gelmia ja laskuja. (Hiebert & Lefevre 1986, 3-6.) Käsitteellinen tieto liitetään pe-
rinteisesti ”ymmärtämiseen” ja ”tietämiseen miksi”, kun taas menetelmällinen 
tieto käsitteenä liitetään matematiikan menetelmiin, kuten symboliseen esittämi-
seen ja matematiikan sääntöihin (Kailio 2010).   
 
Ymmärtämisen käsite on ollut keskeisenä tutkimuskohteena matematiikassa 
1980- ja 1990-luvuilla. Ymmärtämisen muotoja voidaan luokitella useita, mutta 
koulumatematiikan yhteydessä sillä tarkoitetaan prosessia, jossa oppilas ottaa 
informaatiota tietystä tilanteesta ja muuntaa sitä muotoon, jota hän voi käyttää 
kognitiivisissa prosesseissaan. Se voidaan nähdä myös potentiaalisena kykynä 
tehdä aiheeseen liittyviä ajattelua vaativia toimintoja kuten esimerkiksi selittä-
mistä, analogioiden löytämistä, esimerkkien tekemistä ja soveltamista. (Jout-
senlahti 2005, 84.) Jos matemaattinen tieto on ymmärretty, se on linkittynyt 
muihin aiheeseen liittyviin tietorakennelmiin eri vahvuisin sitein. Ymmärretty tie-
to on siten käsitteellistä tietoa. Menetelmällistä tietoa voi sen sijaan kuvata me-
kaanisen matematiikan koulutehtävän avulla: oppilas muodostaa proseduurijo-
non tehtävänannon ja vastauksen välille useinkaan ymmärtämättä, miksi. (Hie-
bert & Lefevre 1986, 3-7.)   
 
Haapasalo (2004, 53) tulkitsee jaon käsitteellinen – menetelmällinen tieto 
ymmärtämisen ja tekemisen kautta. Käsitteellinen (konseptuaalinen) tieto on 
hänen mukaansa semanttinen verkko, jonka solmujen ja linkkien tulkitsemiseen 
ja rakentamiseen yksilö kykenee osallistumaan tiedostaen ja ymmärtäen toimin-
tansa perusteet ja logiikan. Solmuina ja linkkeinä tässä verkossa voivat olla 
esimerkiksi käsitteet, proseduurit, toiminnot, näkökulmat ja ongelmat. Ratkaistut 
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ongelmat puolestaan tuottavat usein jonkin uuden käsitteen tai säännön. Mene-
telmällinen (proseduraalinen) tieto sen sijaan tarkoittaa Haapasalon (2004, 53) 
mukaan dynaamista ja tarkoituksenmukaista sääntöjen, menetelmien tai algo-
ritmien suorittamista käyttäen hyväksi tiedettyjä esitystapoja. Toisaalta käsitteel-
listä tietoa siis tarvitaan, jotta menetelmällistä tietoa päästäisiin käyttämään, ja 
toisaalta käsitteellistä tietoa ei opi, jos sitä ei ensin opettele menetelmällisin kei-
noin (Kailio 2010). Haapasalo (2004, 56) esittää tämän ongelman kysymyksenä 
”pitääkö hallita ensin konseptuaalinen tieto voidakseen osata proseduraalista 
tietoa vai päinvastoin?”.   
 
3.2.2 Koulumatematiikka 
Koulun yksi keskeisin oppiaine on matematiikka. Sen opetuksen lapsille ja nuo-
rille katsotaan olevan välttämätöntä, vaikka koulussa opetettavan matematiikan 
sisällöt eivät aina tunnu vastaavan odotuksia. (Tossavainen & Sorvali 2003, 31.) 
Laskimien yleistymisen myötä matematiikka kouluissa keskittyy nykyään 
enemmän laskutoimitusten ymmärtämiseen kuin mekaaniseen laskentaan. Kou-
luissa opetellaan edelleen kuitenkin myös perinteistä laskemista. Tämän tarkoi-
tus ei ole enää niinkään valmentaa mekaanisten laskutehtävien ratkaisuun kuin 
perehdyttää oppilas lukujen suuruussuhteisiin ja laskutoimitusten ominaisuuk-
siin. Esimerkiksi on ymmärrettävä, että palkan lisäyksen vaikutus on eri kuin 
palkan vähennyksen. (Martio 2004, 42-43.)  
 
Martion (2004) mukaan laskimien lisääntyneestä käytöstä on seurannut kuiten-
kin muun muassa numerosokeutta ja liiallista luottoa laskimen antamiin tulok-
siin. Esimerkkinä hän mainitsee kevään 2003 matematiikan ylioppilaskirjoituk-
sista tehtävän, jossa moni kokelas oli tulkinnut funktion       nollassa jatku-
vaksi. Syyksi epäiltiin liian luottavaista graafisen laskimen käyttöä. Kokelailla ei 
ollut konkreettista kuvaa funktion käyttäytymisestä, joten he luottivat sokeasti 
siihen, mitä näkivät laskimen näytöltä. Hän kertoo myös, että jos on laskettava 
lausekkeen arvo, oppilaat sijoittavat nykyään liian herkästi annetun arvon lau-
sekkeeseen ensin sieventämättä sitä helpompaan muotoon. Tämä ei ole suota-
vaa, koska sijoituksessa monimutkaiseen lausekkeeseen tulee helposti paljon 
virheitä. (Martio 2004, 42-43.) Tätä tukee myös Tossavaisen ja Sorvalin (2003) 
artikkeli, jossa he toteavat, että polynomi- ja rationaalilausekkeiden sievennys-
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sääntöjä harjoiteltaessa voidaan huomata, kuinka sievennysoperaatioiden jär-
jestyksen valitseminen vaikuttaa muun muassa etumerkkivirheiden esiintymis-
todennäköisyyteen lausekkeita yhdistettäessä. Martion (2004) mukaan lausek-
keiden sieventämisen taito on  laskimien käyttöönoton myötä romahtanut, vaik-
ka laskinten käyttöönoton olisi pitänyt viedä pois mekaaniseen laskemiseen 
käytettyä opetusaikaa ja tuoda sitä esimerkiksi juuri ymmärtämiseen ja sieven-
nystekniikoihin. (Martio 2004, 42-43.)  
 
Arjessa tarvittava matematiikka voi olla erilaista kuin koulumatematiikka. Hiebert 
ja Carpenter (1992) kuvailevat eroja ”koulumatematiikan” ja ”katumatematiikan” 
välillä. Kouluttamattomat henkilöt ratkovat jokapäiväisiä matemaattisia ongelmia 
käyttäen itse keksittyjä strategioita, kun taas koulutetut henkilöt ratkaisevat näitä 
samoja ongelmia koulussa oppimiensa matemaattisten taitojen avulla. Jos kou-
lussa kuitenkin ratkotaan vain käytännön elämään liittymättömiä ongelmia käyt-
täen abstrakteja symboleja, ei tätä koulumatematiikkaa osata välttämättä hyö-
dyntää arjen ongelmien ratkaisemisessa. Yhtälailla kouluttamattomat henkilöt 
eivät välttämättä osaa soveltaa katumatematiikkaansa tutun katukontekstin ul-
kopuolella. Tutkimusten mukaan koulumatematiikka, kuten katumatematiikka-
kin, on liian kontekstisidonnaista ja sen vuoksi vaikeasti kontekstin ulkopuolella 
sovellettavaa. (Hiebert & Carpenter 1992, 79.) 
 
Bottom-up -lähestymistapa tarkoittaa, että lähdetään liikkeelle jo aikaisemmin 
opituista asioista. Esimerkiksi aikaisemmin mainittu katumatematiikka tarjoaisi 
hyvän lähtökohdan tälle lähestymistavalle. Toisaalta ekspertti-noviisi  
-tutkimusten mukaan eksperttiyden saavuttaa hylkäämällä noviisikäsitteet eikä 
niinkään rakentamalla uutta niiden päälle. Lähestymistapaa, jossa yritetään 
opettaa eksperttien tekemiä asioiden välisiä yhteyksiä suoraan, kutsutaan puo-
lestaan top-down -lähestymistavaksi. Top-down -lähestymistapa on näistä luon-
teeltaan lähempänä koulumatematiikkaa. (Hiebert & Carpenter 1992, 81-84.) 
 
3.3 Funktiokäsitys 
Viikin normaalikoulun matematiikan lehtori Jukka Mäkinen totesi matematiikan 
aineenopettajaopiskelijoille suunnatulla  Koulumatematiikan peruskäsitteistä  
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-kurssilla funktion olevan yksi hankalimmista opetettavista käsitteistä. Funktioon 
käsitteenä tutustutaan ensimmäisen kerran peruskoulun viimeisillä luokilla 
(POPS 2004). Tämän jälkeen se kohdataan uudestaan lukiossa (LOPS 2003). 
Monet saattavat kuitenkin ymmärtää funktion käsitteenä vasta matematiikan yli-
opisto-opinnoissa, jos silloinkaan (Vinner & Dreyfus 1989). Tässä tutkimukses-
sa kartoitetaan yhdeksäsluokkalaisten MYP -yläkoululaisten funktiokäsityksiä. 
 
3.3.1 Funktion määritelmä ja käsitykset funktiosta 
Matematiikassa kuvaus joukolta   joukkoon   liittää jokaiseen alkioon  , joka 
kuuluu joukkoon    täsmälleen yhden alkion  , joka kuuluu joukkoon  . Funktio 
on vaihtoehtoinen nimitys kuvaukselle (Junnila 2011). Jotta funktio saataisiin 
määriteltyä mahdollisimman yksinkertaisesti aksiomaattisissa puitteissa, ovat 
matemaatikot päätyneet määrittelemään funktion karteesisen tulon avulla (Jan-
vier 1987).  Funktion määrittelee muun muassa Heikki Junnilla (2011) seuraa-
valla tavalla  
 
Määritelmä Kuvaus joukolta   joukkoon   on sellainen joukon     osajoukko 
 , että jokaisella     on olemassa yksi ja vain yksi sellainen      että 
       . (Junnila 2011.) 
 
Suomessa oppilaat tutustuvat käsitteeseen funktio nykyään viimeistään yläkou-
lussa (POPS 2004). Sen sijaan, että lähdettäisiin suoraan esimerkiksi Junnilan 
(2011) määritelmästä, jossa on oppilaille tuntemattomia käsitteitä, on suota-
vampaa yrittää lähestyä uutta käsitettä vanhojen jo tuttujen käsitteiden avulla 
(kuten myös luvussa 3.2.1 todettiin). Tästä syystä tällainen joukko-opillinen 
määritelmä ei ole välttämättä kaikista luonnollisin vaihtoehto yläkoulun matema-
tiikan oppitunneilla. (Tall 1992, 297.)  Järjestetyistä pareista ja karteesisesta tu-
losta puhuminen voidaan välttää määrittelemällä funktio helpommin ymmärret-
tävien termien avulla, kuten kutakin lähtöjoukon alkiota vastaa täsmälleen yksi 
maalijoukon alkio. Termistön helpottamisessa piilee kuitenkin omat vaaransa: 
kun korkean tason käsite käännetään helpommalle kielelle, se voi johtaa tark-
kuuden menettämiseen ja käsitteelliseen vaikeuteen. Arkikieliset käännökset 
saattavat sisältää myös tahattomia sävyjä. (Schwarzenberger & Tall 1978.) 
 
 26 
Viikin normaalikoulun matematiikan lehtori Jukka Mäkinen totesi matematiikan 
aineenopettajaopiskelijoille suunnatulla  Koulumatematiikan peruskäsitteistä  
-kurssilla funktion olevan yksi hankalimmista opetettavista käsitteistä. Tämä joh-
tunee juuri siitä, että funktion opettaminen sen täsmällisen määritelmän kautta 
on äärimmäisen hankalaa ellei jopa mahdotonta nykyisen opetussuunnitelman 
(2004) puitteissa. Lisäksi funktion käsite voidaan ymmärtää monin muinkin ta-
voin. Tämän tutkimuksen tulosten analysoinnissa käytetään Shlomo Vinnerin ja 
Tommy Dreyfusin (1989) tutkimuksen jaottelua käsityksistä siitä, mikä on funk-
tio. Myös Hannula ja Tuomi (2012) käyttivät tätä jaottelua tutkimuksissaan. Vin-
nerin ja Dreyfusin (1989) jaottelu on seuraavanlainen: 
 
1. Vastaavuus (correspondence): minkä tahansa kahden joukon alkioiden 
välinen vastaavuus, jossa kutakin ensimmäisen joukon jäsentä vastaa 
täsmälleen yksi jälkimmäisen joukon alkio. 
 
2. Riippuvuusrelaatio (dependence relation): kahden muuttujan välinen riip-
puvuus. 
 
3. Sääntö (rule): jokin riippuvuus, jossa on havaittavissa säännönmukai-
suutta. 
 
4. Operaatio (operation): muuttujan arvoa operoidaan, jolloin saadaan funk-
tion arvo. 
 
5. Kaava (formula): algebrallinen esitys, yhtälö tai kaava. 
 
6. Representaatio (representation): funktio määritellään sen yhdellä symbo-
lisella tai graafisella esityksellä, joka voi olla vailla merkitystä. 
 
Suurin osa edellä mainituista käsityksistä ovat puutteellisia tapoja määritellä 
funktio käsitteenä. Ainoastaan näistä ensimmäinen vastaa funktion matemaat-
tista määritelmää (Vinner & Dreyfus 1989). Yksilön mielikuvaan funktion käsit-
teestä voi sisältyä yksi tai useampi näistä käsityksistä (Tall & Vinner 1981). 
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Laskutaito 9 (2011) -oppikirjassa funktio on määritelty seuraavasti:  
 
Funktio f on sääntö, jonka mukaan jokaista muuttujan x  arvoa vastaa täsmäl-
leen yksi funktion arvo f(x). Funktio määritellään usein antamalla funktion lau-
seke f(x), esimerkiksi f(x) = 10x + 1, jonka avulla funktion arvot voidaan laskea. 
 
Tämä määritelmä on ensimmäisen käsityksen mukainen, vaikka muistuttaakin 
paljon käsitystä kolme. Esimerkki saattaa antaa oppilaalle käsityksen, että pa-
loittain määritelty funktio ei välttämättä ole funktio ollenkaan. Tutkimukseen 
osallistuneilla oppilailla käytettävissä olleessa oppimateriaalissa funktio oli mää-
ritelty seuraavasti: 
Function (funktio):  
 is a relation between two sets that associates a unique element of the 
second set (joukko) with each element of the first  
 e.g. is a relation such that for each x-value in the domain (määrittelyjouk-
ko) there is exactly 1 corresponding y-value in the range (ratkaisujouk-
ko). 
Tämä määritelmä kuuluu selvästi ensimmäiseen luokkaan, mutta saattaa olla 
luonteeltaan hitaammin oppilaalle aukeneva. 
 
Gagatsiksen ja Elian mukaan (2007) toisen asteen opiskelijoiden funktion ym-
märtämistä voidaan analysoida ja kuvailla vähintään kolmella eri tavalla: 
1) Oppilaiden antamien määritelmien kautta 
2) Oppilaiden kyvyt käsitellä funktion erilaisia representaatioita 
3) Ongelmanratkaisutehtävien kautta, joissa funktio täytyy esittää eri rep-
resentaatiotavoilla. (Gagatsis & Elia 2007.) 
Nämä kolme tapaa tuovat jokainen oman ainutlaatuisen panoksensa oppilaan 
käsitykseen funktiosta. 
 
3.3.2 Funktio ja mielikuvat 
Käsitteeseen liittyvällä mielikuvalla (concept image) tarkoitetaan tässä tutkimuk-
sessa Vinnerin ja Dreyfusin (1989) ja Tallin ja Vinnerin (1981) terminologian 
mukaisesti koko sitä kognitiivista struktuuria, joka assosioituu käsitteeseen. 
Tämä struktuuri pitää sisällään kaikki mentaaliset kuvat (mental pictures), omi-
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naisuudet ja prosessit, jotka liittyvät käsitteeseen. Mentaalisilla kuvilla taas tar-
koitetaan mitä tahansa representaatiota kuten kuvaa, symbolista kaavaa, tau-
lukkoa tai graafia (Vinner & Dreyfus 1989). Tämä kognitiivinen struktuuri raken-
tuu vuosien varrella erilaisten kokemusten kautta. Se muuttuu ja kehittyy kohda-
tessaan uusia virikkeitä (stimuli). (Tall & Vinner 1981.) 
 
Opettaja voi antaa virallisen määritelmän funktiosta ja työskennellä yleisen no-
taation parissa hetken ennen kuin hän viettää pitkiä aikoja käyttäen esimerkeis-
sään vain kaavoja. Tällaisessa tapauksessa käsitteeseen liittyvä mielikuva voi 
kehittyä rajoitetumpaan notaatioon, jossa on vain kaavoja. Oppilas on voitu jopa 
opettaa vastaamaan oikealla virallisella määritelmällä, vaikka hänen käsittee-
seen liittyvä mielikuvansa on puutteellinen tai jopa väärä. Tällainen oppilas voi 
pärjätä hyvin niin kauan kuin funktiota käsitellään vain tutussa kontekstissa. 
Myöhemmin, kun hän kohtaa funktion sen laajemmassa merkityksessä, hän ei 
välttämättä enää pärjää. (Tall & Vinner 1981.) Vaikka määritelmät esitelläänkin 
oppilaille, oppilaat eivät silti välttämättä käytä määritelmää apunaan päättäes-
sään, onko jokin funktio vai ei. Useimmissa tapauksissa oppilas tekee valintan-
sa käsitteeseen liittyvän mielikuvan (concept image) avulla.  (Vinner & Dreyfus 
1989.)  
 
Funktion monet kasvot 
Joihinkin matemaattisiin käsitteisiin liittyy vahva visuaalinen tai graafinen tulkin-
ta, toisiin ei. Funktion käsitteen tulkintaan liittyy vahvasti sekä graafinen että ei-
graafinen puoli. (Vinner & Dreyfus 1989.)  
 
Toisinaan käsitteeseen liittyvät mielikuvat  ja käsitteen kanssa työskentely saat-
tavat olla ristiriitaisia määritelmien kanssa. Muun muassa Janvier (1987) ja Vin-
ner ja Dreyfus (1989) kuvailevat tätä ilmiötä termillä lokerointi (compartmentali-
zation). Ilmiö voidaan havaita, kun henkilöllä on kaksi eri, mahdollisesti ristirii-
taista skeemaa hänen kognitiivisessa rakenteessaan. Tietyt tilanteet stimuloivat 
yhtä skeemaa, tietyt toista skeemaa. (Vinner & Dreyfus 1989.) Schwarzenber-
ger ja Tall (1978) ja Tall ja Vinner (1981) antavat tällaisesta tilanteesta seuraa-
van, lukujonon raja-arvoa koskevan, esimerkin: Merkintä ”    ” voidaan il-
maista ”jonon    jäsenet saadaan niin lähelle  :tä kuin halutaan, kunhan luku   
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on riittävän suuri”. Tällainen ilmaisu aikaan saa monissa opiskelijoissa herää-
mään ajatuksen, että     ei koskaan voi saada arvoa  .  (Schwarzenberger & 
Tall 1978; Tall & Vinner 1981.) Joskus tietyt tilanteet taas eivät stimuloi tilanteel-
le kaikista sopivinta skeemaa vaan aktivoivat tilanteelle vähemmän sopivan 
skeeman. Tämän katsotaan johtuvan myös lokeroinnista. (Vinner & Dreyfus 
1989.)  Oppija saattaa esimerkiksi  sekä ymmärtää määritelmän että liittää sii-
hen mielikuvia, mutta niiden yhteiskäyttö saattaa olla epäjohdonmukaista (Han-
nula & Tuomi 2012). Tässä tutkimuksessa kartoitetaan, miten MYP –yläkoulun 
suorittanut oppilas ymmärtää funktion ja millaisia mielikuvia hänellä on siihen 
liittyen sekä verrataan tuloksia Hannulan & Tuomen (2012) tutkimuksen tulok-
siin. 
 
Funktiolla on monia mielenkiintoisia ominaisuuksia käsitteenmuodostuksen 
kannalta. Näitä ominaisuuksia ovat esimerkiksi funktion arvojen yksikäsitteisyys, 
epäjatkuvuus, lähtöjoukon mahdollinen epäyhtenäisyys ja poikkeuskohdat (Vin-
ner & Dreyfus 1989). Kaikkia tällaisia funktion käsitteeseen liittyviä tietoja voi-
daan tarkastella suhteessa eri representaatioihin. Käsite representaatio on 
epämääräinen ja sen määritelmä riippuu tutkimuksesta (Gagatsin & Elia 2007). 
Esimerkiksi Claude Janvier (1987) käyttää seuraavaa määritelmää representaa-
tiolle artikkelissaan: representaatio voi olla yhdistelmä jostain paperille kirjoite-
tusta, jostakin, joka on olemassa fyysisisten objektien muodossa ja jostain ihmi-
sen mielessä olevasta huolellisesti laaditusta ajatusten järjestyksestä. Rep-
resentaatioita voidaan siis ajatella (kirjoitus)symbolien, olemassa olevien objek-
tien ja mentaalisten kuvien yhdistelminä. Toisaalta representaatioita voi muo-
dostua myös ilman olemassa olevia objekteja. Pohjimmiltaan representaatiot 
ovat tiedon eri esitystapoja. (Janvier 1987.) Tässä tutkimuksessa käytetään 
Gagatsiksen ja Elian artikkelin (2007) tapaan representaatiota sen rajatummas-
sa merkityksessä: representaatiot ovat työkaluja, joita käytetään matemaattisten 
ideoiden esittämisessä, kuten taulukkoja, graafeja ja yhtälöitä.  
 
Gagatsiksen ja Elian (2007) artikkelin mukaan funktioita voidaan ilmaista 
1) graafisesti, 




Gagatsiksen ja Elian (2007, 91) artikkelissa toisena esitellyssä tutkimuksessa 
16-vuotiaille opiskelijoille tuotti vaikeuksia funktion kunnollisen määritelmän 
tuottaminen ja funktion eri representaatioiden tunnistaminen. Funktion kuvaajia 
















Kun oppija ymmärtää idean, hän osaa myös tulkita sitä eri representaatioiden 
kautta ja siirtyä systeemistä toiseen. Oppimiseen liittyvä kysymys tässä yhtey-
dessä on se, miten tietoja funktion ominaisuuksista osataan ja ymmärretään eri 
esitystapojen kautta. Tall ja Vinner (1981) esittivät ensimmäistä vuotta yliopis-
tossa opiskeleville muun muassa funktion  
                   
yhtälön ja sen kuvaajan  ja kysyivät, onko funktio jatkuva.  




 : ℝ  ℝ  
     3  
Graafinen presentaatio Verbaalinen presentaatio Symbolinen presentaatio 
Kuvio 5: Funktion eri representaatiot. 
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Selvä enemmistö (35 opiskelijaa 41:stä) piti kyseistä funktiota virheellisesti epä-
jatkuvana. He perustelivat vastaustaan muun muassa sillä, että kuvaaja katke-
aa ja että kuvaaja lähenee ääretöntä origossa. Osa perusteli vastaustaan jopa 
sillä, että funktiota ei ole määritelty origossa. (Tall & Vinner 1981.) Tämä oli yl-
lättävää, koska kyseinen funktio on jatkuva juuri sen vuoksi, että origo ei kuulu 
sen määrittelyjoukkoon. 
 
Funktion käsitteen ymmärtämistä voidaan tarkastella erityisesti kuvan 5 kolmi-
jaon näkökulmasta. Tässä tutkimuksessa tutkitaan suomalaisen englanninkieli-
sen MYP-yläkoulun yhdeksäsluokkalaisten funktiokäsitystä juuri tämän kolmija-
on pohjalta ja muun muassa sen yhteyksiä heidän matematiikkakuviinsa. 
 
3.3.3 Funktio yläkoulun oppitunneilla 
Funktio esiintyy ensimmäistä kertaa nimellä funktio Suomen perusopetuksen 
opetussuunnitelman perusteissa 2004 luokkien 6-9 kohdalla (POPS 2004). Käy-
tännössä funktioon perehdytään usein vasta yhdeksännellä luokalla. Sekä Pii  
että Laskutaito –oppikirjasarjat (2011) käsittelevät funktiota vasta yhdeksännelle 
luokalle tarkoitetuissa kirjoissaan.  
 
Suomen perusopetuksen opetussuunnitelman perusteiden mukaan peruskoulun 
päättävän oppilaan olisi pitänyt saada mahdollisuus oppia seuraavat asiat funk-
tioon liittyen: 
Kuvio 6: Funktion                kuvaaja. 
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 riippuvuuden havaitseminen ja sen esittäminen muuttujien avulla, 
 funktion käsite, 
 lukuparin esittäminen koordinaatistossa, 
 yksinkertaisten funktioiden tulkitseminen ja niiden kuvaajien piirtäminen 
 koordinaatistoon, 
 •funktion kuvaajan tutkimista: funktion nollakohta, suurin ja pienin arvo, 
kasvaminen 
 ja väheneminen, 
 lineaarinen funktio ja 
 suoraan ja kääntäen verrannollisuus. (POPS 2004.) 
 
Vaikka tutkittavana ollut koulu on englanninkielinen MYP-koulu, täytyy sen, ku-
ten muidenkin koulujen Suomessa, toteuttaa opetuksessa Suomen perusope-
tuksen opetussuunnitelman perusteita. Suomenkielisille kouluille on tarjolla 
Suomen perusopetuksen opetussuunnitelman perusteiden mukaista materiaalia 
yllin kyllin. Näin ei kuitenkaan ole englanninkielisten koulujen kohdalla. Funktion 
kohdalla englanninkielisen materiaalin löytäminen, joka noudattaa Suomen pe-
rusopetuksen opetussuunnitelman perusteita ja MYP-opetusfilosofiaa, osoittau-
tui mahdottomaksi tehtäväksi. Tästä syystä tämän tutkimuksen kirjoittaja, joka 
oli myös tämän luokka-asteen opettaja, laati oppimateriaalin oppilailleen yhdis-
täen materiaalia eri oppikirjoista ja kääntäen sitä suomenkielisistä oppikirjoista 
englannin kielelle.  
 
3.3.4 Aikaisemmat tutkimukset funktiokäsityksestä 
Funktiokäsitystä on tutkittu eri puolilla maailmaa, Suomessa kuitenkin verrattain 
vain vähän. 
  
Opiskelijoiden ja opettajien funktiokäsityksestä 
Shlomo Vinner ja Tommy Dreyfus (1989) tutkivat college opiskelijoiden (N = 
271) ja junior high school opettajien (N = 36) funktiokäsitystä. Tutkittavat antoi-
vat määritelmän funktiolle ja vastasivat funktiotehtäviin. Annettuja määritelmiä 
verrattiin tehtävävastauksiin.  
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Myös Iliada Elia ja Panayotis Spyrou (2006) tutkivat opiskelijoiden (N = 164) 
funktiokäsitystä. Heidän tutkimuksessaan opiskelijoiden piti tunnistaa funktion 
eri representaatioita sekä antaa määritelmiä ja esimerkkejä funktion eri käytän-
nön sovelluksista. Heidän tulostensa mukaan opiskelijoiden antamat määritel-
mät ja esimerkit ovat yhteydessä heidän kykyynsä käyttää funktion eri represen-
taatioita. 
   
Vinnerin ja Dreyfusin (1989) tutkimuksessa koehenkilöiden piti päättää, esittää-
kö jokin funktion eri representaatioihin liittyvistä tehtävistä funktiota, ja antaa pe-
rustelut heidän valinnoilleen. Nämä perustelut saattoivat olla samoja koehenki-
löillä, jotka eivät nähneet tehtävässä funktiota, ja koehenkilöillä, jotka puoles-
taan näkivät tehtävässä funktion. Tutkimuksessa ei havaittu merkittäviä eroja 
ryhmien (korkeamman tason matematiikka opiskelevien ja matalamman tason 
matematiikkaa opiskelevien) välillä. Korkeamman matematiikan tason opiskeli-
jat perustelivat enemmän ja paremmin vastauksiaan kuin matalamman tason 
opiskelijat. Väärissä vastauksissa ei ollut juurikaan eroa ryhmien välillä. 
 
Lukiolaisten funktiokäsityksestä 
Jani Hannula ja Olli Tuomi (2012) tutkivat pitkää matematiikkaa opiskelevien lu-
kiolaisten (N = 54) funktiokäsitystä sekä vertasivat toista kurssia (MAA2) opis-
kelevien (N = 27) ja kahdeksatta kurssia (MAA8) opiskelevien lukiolaisten funk-
tiokäsityksiä toisiinsa. Kuten Vinner ja Dreyfus (1989), myös he pyysivät oppilai-
ta ensin määrittelemään funktion ja tämän jälkeen vastaamaan funktion eri rep-
resentaatioihin liittyviin tehtäviin. Heidän tulostensa mukaan oppilaat määritteli-
vät usein funktion vain sen jonkun representaation kautta. Ryhmien välillä ei 





4 Tutkimustehtävä ja tutkimuskysymykset 
Tämän tutkimuksen tutkimustehtävänä on kartoittaa Middle Years Programmen 
Espoossa läpikäyneiden yhdeksäsluokkalaisten funktiokäsitystä ja matematiik-




1. Mitä käsityksiä MYP:n Espoossa läpikäynneillä yhdeksäsluokkalaisilla on 
funktiosta vertailukohteena Hannulan ja Tuomen (2012) lukiolaiset? 
2. Millä tavoin MYP:n Espoossa läpikäyneet yhdeksäsluokkalaiset ymmär-
tävät funktion vertailukohteena Hannulan ja Tuomen (2012) tutkimuksen 
lukiolaiset? 
3. Mitä eroja on havaittavissa funktion määritelmän luokituksen ja eri rep-
resentaatioiden ymmärtämisen välillä MYP:n Espoossa läpikäynneillä 
yhdeksäsluokkalaisilla? 
4. Mitä yhteyksiä on havaittavissa funktiokäsityksen ja yläkoulun päättöar-
vosanan välillä MYP:n Espoossa läpikäynneillä yhdeksäsluokkalaisilla? 
 
Matematiikkakuva 
5. Mitä eroja on havaittavissa matematiikkakuvan ja funktiokäsityksen välillä 
MYP:n Espoossa läpikäynneillä yhdeksäsluokkalaisilla? 
6. Mitä eroja on havaittavissa matematiikkakuvan ja yläkoulun matematii-





5 Tutkimuksen toteutus 
5.1 Tutkimusstrategia 
Tässä tutkimuksessa on sekä laadullisia että määrällisiä piirteitä. 
 
Kyselylomakkeen (liite 1) osiossa 1 luokiteltiin funktion määritelmät eri funktio-
käsitysluokkiin laadullisesti. Funktioiden eri representaatioiden hallintaa mitattiin 
sen sijaan määrällisesti: jokaisesta oikeasta vastauksesta sai yhden pisteen ja 
väärästä vastauksesta nolla pistettä. Vastausten perusteluja ja funktion määri-
telmiä luokiteltiin laadullisesti. 
 
Kyselylomakkeen (liite 1) osiossa 2 mitattiin matematiikkakuvaa määrällisesti 
Likert-asteikolla. 
 
5.2 Aineiston koonti 
Tutkimus toteutettiin suomalaisessa Middle Years Programme -yläkoulussa kai-
killa (kolmella) yhdeksännellä rinnakkaisluokalla samanaikaisesti kevätlukukau-
den viimeisenä perjantaina. Tutkija toimi näiden oppilaiden matematiikan opet-
tajana yhdeksännen luokan ajan. Funktioita käsittelevästä kurssikokeesta oli täl-
löin jokaisella luokalla aikaa noin kaksi kuukautta. Tutkija laati kyselylomakkeen 
vasta kurssin päätyttyä, jotta hän ei opettaisi tietoisesti tai tiedostamattaan oppi-
laita vastaamaan kyselylomakkeeseen. Paperisen kyselylomakkeen (Liite 1) 
täyttämiseen oppilailla oli aikaa tunti. 
 
Oppilaat vastasivat kyselyyn omissa luokissaan luokkatilanteessa oman ryh-
mänohjaajansa (kolme) valvonnassa. Tutkija kiersi jokaisessa (kolmessa) luo-
kassa vastaamassa mahdollisiin kysymyksiin. Vinkkejä ”oikeista” vastauksista ei 
annettu, vaan oppilaiden toivottiin vastaavan oman ajattelunsa mukaisesti. 
 
Tutkimukseen osallistunut yläkoulu on ainoa Middle Years Programme  
-yläkoulu Espoossa. Tässä yläkoulussa oli keväällä 2012 yhdeksäsluokkalaisia 
63. Näistä 14 oli poissa tutkimuksen toteutuspäivänä, eikä siis sen vuoksi osal-
listunut tutkimukseen. Vastausprosentti näin ollen oli 77,8 %. Matematiikkaku-
vatutkimuksen kohdalla jouduttiin yksi funktiokäsitysluokkaan 7 sijoittunut vas-
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tauspaperi hylkäämään, koska tutkimuksen toteutuksen jälkeen kyseessä oleva 
oppilas tunnusti, että ei ollut lukenut tästä osiosta kysymyksiä vaan muodosta-
nut vastausruuturasteista kuvioita. Myös yksi funktiokäsitysluokkaan 6 kuulunut 
vastauspaperi jouduttiin hylkäämään neljän peräkkäisen puuttuvan arvon vuok-
si. Nämä arvot sijaitsivat osa-alueella mielikuvat matematiikan oppimisesta ja 
opettamisesta ja koskivat opetusta. Näin ollen tutkimuksen matematiikkakuva-
osion vastausprosentti oli 74,6.  
 
Kyselylomakkeen osiossa 1 puuttuvat vastaukset täydennettiin kysymyksiin 2,3 
ja 4 arvolla 0. Toisin sanoen oletettiin, että oppilas oli jättänyt vastaamatta ky-
symykseen, koska hän ei tiennyt vastausta / osannut vastata kysymykseen. En-
simmäisen kysymyksen kohdalla täydentämiseen ei ollut tarvetta. 
 
Kyselylomakkeen osiossa 2 yksittäisiä puuttuvia vastauksia oli kahdeksan sa-
tunnaisissa kohdissa. Nämä vastaukset täydennettiin kunkin ryhmän keskiarvol-
la. 
 
5.3 Kyselylomakkeen laadinta 
Funktiokäsitysosio on pääpiirteissään yhtenevä Hannulan ja Tuomen (2012) 
tutkimuksen kyselylomakkeen kanssa. Kohderyhmän erilaisuuden vuoksi kol-
mannen asteen funktiot muutettiin kuitenkin toisen asteen funktioiksi. Kyselylo-
maketta paranneltiin myös helpommin ymmärrettävän näköiseksi. Alunperin 
tämä osio on kuitenkin löytänyt inspiraationsa Vinnerin ja Dreyfusin (1989) ky-
selylomakkeesta, jossa pyydettiin antamaan määritelmä funktiolle ja päättä-
mään, mitkä annetuista funktion eri representaatioihin liittyvistä tehtävistä esit-
tävät funktiota. Lomakkeessa oli myös vaikeampia funktioon liittyviä sanallisia 
kysymyksiä, joita ei sisällytetty tähän kyselyyn kohdejoukon erilaisuuden vuoksi. 
Vinnerin ja Dreyfusin (1989) tutkimus tehtiin college-opiskelijoille ja yläkoulun 
(junior high school) opettajille, kun taas tämä tutkimus tehtiin yläkoulun oppilail-
le. 
 
Matematiikkakuvaosio on pääpiirteissään yhtenevä Saarisen ja Salmisen (2011) 
tutkimuksen kyselylomakkeen matematiikkakuvaosion kanssa. Koska Saarisen 
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ja Salmisen (2011) tutkimuksen kohderyhmänä olivat matematiikan aineenopet-
tajat ja tämän tutkimuksen kohderyhmänä yläkoulun yhdeksäsluokkalaiset, jä-
tettiin tämän tutkimuksen kyselylomakkeesta pois omaan opettajuuteen liittyvät 
kysymykset. 
 
Sekä tämän tutkimuksen että Saarisen ja Salmisen (2011) tutkimuksen kysely-
lomakkeen matematiikkakuvaosio pohjautuu alunperin kahteen opiskelijoille 
suunnattuun lomakkeeseen. Toinen näistä on kyselylomake, jonka avulla Han-
nula ym. (2005) selvittivät luokanopettajaopiskelijoiden matematiikkakuvan ra-
kennetta. Hannulan ym. (2005) tutkimuksen teoriaosuus sopi hyvin yhteen tä-
män tutkimuksen kanssa ja siten sen pohjalta luodut väittämät sopivat hyvin 
myös tämän tutkimuksen luonteeseen.  Toinen näistä kyselylomakkeista on 
taas Joutsenlahden (2005) lukiolaisten matematiikkakuvatutkimuksen kyselylo-
make. 
 
Hannulan ym. (2005) matematiikkakuvamittarissa on eritelty osiot ”Kokemukset 
matematiikan oppijana” sekä ”Kuva itsestä matematiikan oppijana”. Tässä tut-
kimuksessa ei käytetty tämän kaltaista erottelua, vaan nämä kaksi osiota yhdis-
tettiin. Erityisesti kokemuksiin liittyviä väittämiä karsittiin pois huomattavasti. 
Koska Hannulan ym. (2005) tutkimuksessa käsitystä matematiikan luonteesta 
kartoitettiin suppeammin kuin tässä tutkimuksessa, etsittiin Joutsenlahden ma-
tematiikkakuvaa kartoittaneista väittämistä erityisesti tähän liittyviä väitteitä. Lo-
pullisessa kyselylomakkeessa on 15 Joutsenlahden muotoilemaa väittämää, 
joiden avulla voidaan kartoittaa mielikuvia matematiikasta sekä matematiikan 
oppimisesta ja opettamisesta.  
 
Väittämien jakaminen pohjautuu Pietilän (2002) matematiikkakuvamalliin ja on 
samankaltainen luokanopettajaopiskelijoiden matematiikkakuvan rakennetta 
tutkineen kyselyn kanssa. Tosin kohderyhmän erilaisuuden vuoksi on jätetty 
osio kuva itsestä matematiikan opettajana pois. Kyselylomakkeen väittämät on 
jaettu matematiikkakuvamallin kahta pääkomponenttia mukaileviin ryhmiin: 
 
1) Kuva itsestä matematiikan oppijana 
2) Mielikuvat matematiikan oppimisesta ja opettamisesta   
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3) Mielikuvat matematiikasta  
 
Jokaisen ryhmän kysymykset on rakennettu siten, että ne ottavat huomioon 
kaikki matematiikkakuvan viisi osa-aluetta.  
 
Lomaketta testattiin ennen varsinaista koetta viidellä eri aineenopettajalla. Kaksi 
testiryhmään kuulunutta hallitsi molemmat sekä suomenkielen että englannin 
kielen erinomaisesti ja he tarkistivat, että kysymykset on aseteltu kummallakin 
kielellä yhtenevästi. Testiryhmän palautteen perusteella kyselylomaketta selkey-
tettiin lisäämällä siihen kyllä – ei –vastausruudut. Samalla korjattiin myös mu-
kaan eksyneet kirjoitusvirheet ja kielioppi.  
 
Lopullinen kyselylomake löytyy liitteestä 1. 
 
5.4 Aineiston analyysimenetelmät  
Funktion määritelmien luokittelussa käytettiin kvantifiointiin pyrkivää sisällön 
analyysiä (Seitamaa-Hakkarainen 2000). Aineisto analysoitiin ja koodattiin sa-
moihin luokkiin, joita oli käytetty Hannulan ja Tuomen (2012) tutkimuksessa, jot-
ta vertailukelpoisuus olisi mahdollisimman hyvä. Luokitteluluokat ovat toisensa 
poissulkevia. 
 
Myös osion yksi tehtävien 2, 3 ja 4 kohdalla käytettiin virhekäsitysten analysoin-
nissa kvantifiointiin pyrkivää sisällön analyysiä (Seitamaa-Hakkarainen 2000). 
Rasti ruutuun -kohdissa jokaisesta oikeasta vastauksesta sai yhden pisteen ja 
väärästä tai puuttuvasta vastauksesta taas nolla pistettä. Tulokset on esitelty 
liitteessä 2.  
 
Yläkoulun oppilaiden ja lukion oppilaiden vastausten oletettiin noudattavan 
normaalijakaumaa. Näin ollen näitä vastauksia voitiin vertailla keskenään riip-
pumattomien ryhmien studentin t-testillä (Nummenmaa 2007). Kussakin tapa-
uksessa oli      . Ryhmien välillä ei siis ollut havaittavissa tilastollisesti mer-
kitsevää eroa. Tulokset on esitelty liitteessä 3. 
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Matematiikkakuva-aineisto analysoitiin SPSS –ohjelmalla. Analysoinnissa käy-
tettiin tilastollisia merkitsevyystestejä. Apuna muuttujien kokoamisessa fakto-
reiksi käytettiin teorian pohjalta faktorianalyysia. Vastaavaa matematiikkakuva-
tutkimusta mukaillen (Saarinen & Salminen 2011) käytettiin faktorianalyysin 
ekstrakointimenetelmänä GLS-menetelmää (Generalized least squares) ja ro-
taationa vinoa quartimax –rotaatiota. Suorakulmaista rotaatiota (Nummenmaa 
2007) ei voitu käyttää, koska teorian mukaan matematiikkakuvan osa-alueet ei-
vät ole toisensa pois sulkevia vaan osittain päällekkäisiä. Näin myös faktorit 
saattoivat pitää sisällään samoja muuttujia. Faktoreita koottiin viisi: motivaatio 
         , asenne matematiikan opiskeluun          , uskomukset mate-
matiikasta          , käsitykset matematiikan luonteesta           ja käsi-
tykset matematiikasta          . Faktorit muuttujineen on esitelty liitteessä 5. 
 
Mann-Whitneyn U-testi perustuu järjestyslukuihin (Nummenmaa 2007) ja oli si-
ten looginen valinta järjestyslukuihin perustuvalle Likert-asteikkoiselle aineistol-
le. Tutkimusaineiston koehenkilöt jaettiin toisensa poissulkeviin ryhmiin (yksi 
koehenkilö saattoi olla vain yhdessä ryhmässä kerrallaan) ensimmäisessä ana-
lyysissä funktiokäsitysluokan mukaan ja toisessa analyysissa uudestaan mate-
matiikan päättöarvosanan mukaan. Niin funktiokäsitysluokan mukaisten ryhmi-
en kuin matematiikan päättöarvosanan mukaan muodostettujen ryhmien välisiä 
eroavaisuuksia faktoreiden suhteen tutkittiin Mann-Whitneyn U-testillä. Tulokset 









6 Tutkimustulokset ja niiden tulkintaa 
6.1  Mitä käsityksiä MYP:n Espoossa läpikäynneillä yhdeksäs-
luokkalaisilla on funktiosta vertailukohteena Hannulan ja 
Tuomen (2012) lukiolaiset? 
 
Funktiokäsitysten luokitteluun käytettiin kappaleessa  3.3.1 mainittua Vinnerin ja 
Dreyfusin (1989) jaottelua lisäten siihen Hannulan ja Tuomen (2012) tutkimuk-
sen kanssa yhtenevät luokat ”Muu” ja ”Ei vastausta”.  ”Ei vastausta”  
-luokkaan luokiteltiin tässä tutkimuksessa myös ”En tiedä” -vastaukset. Funktio-
käsitykset luokiteltiin siis seuraavasti: 
 
1. Vastaavuus (correspondence): minkä tahansa kahden joukon alkioiden vä-
linen vastaavuus, jossa kutakin ensimmäisen joukon jäsentä vastaa täs-
mälleen yksi jälkimmäisen joukon alkio. 
 
”It’s a slaughter house, you put the input in and get a output out. For 
every input there is a unique output. (Slaughterhouse is the function.)” 
 
“For every x-coordinate there is a corresponding y-coordinate.” 
 
2. Riippuvuusrelaatio (dependence relation): kahden muuttujan välinen riip-
puvuus. 
 
“Something that contains an input and output.” 
 
“It is a relationship between the inputs and the outputs. The line curves.” 
 










4. Operaatio (operation): muuttujan arvoa operoidaan, jolloin saadaan funkti-
on arvo. 
”A calculation that transforms one set of numbers to another“ 
 
“A middleman that processes values before handing them over.” 
 
5. Kaava (formula): algebrallinen esitys, yhtälö tai kaava. 
 
”A function is a formula that has an input and output.” 
 
“A function is a equation showing values.” 
 
6. Representaatio (representation): funktio määrittellään sen yhdellä symboli-
sella tai graafisella esityksellä, joka voi olla vailla merkitystä. 
 
”A function is the equation of drawing a line.” 
 
“A function is a type of an equation which illustrates a curved line on a 
graph.” 
 
7. Muu: edellisiin luokkiin sopimaton määritelmä. 
 
”A number which has a precise number given.” 
 
“Functions have inputs, outputs and a domain“  
 
8. Ei vastausta. / En tiedä. 
 
Kuten Hannulan ja Tuomen (2012) tutkimuksessa, myös tässä tutkimuksessa 




Kuvio 7: Funktiokäsitysluokkajakauma. 
 
Kuviossa 7 on esitelty funktiokäsitysjakauma tutkimuksen kohteena olleessa 
yläkoulussa ja samana keväänä toteutetun Hannulan ja Tuomen (2012) tutki-
muksen kohteena olleessa lukiossa. Siinä, missä lukiolaiset määrittelivät funkti-
on selvästi eniten kaavan tai sen yhden representaation kautta, yläkoululaisten 
funktionmäärittelytavat jakautuivat huomattavasti tasaisemmin eri funktiokäsi-
tysluokkiin. Yleisimmin funktio määriteltiin kuitenkin myös yläkoulussa funktion 
jonkin representaation kautta. Yllättäen funktio määriteltiin kuitenkin oikein eli 
vastaavuuden kautta selvästi useammin yläkoulussa kuin lukiossa. 
 
6.2 Millä tavoin MYP:n Espoossa läpikäyneet yhdeksäsluokka-
laiset ymmärtävät funktion käsitteen vertailukohteena Han-
nulan ja Tuomen (2012) tutkimuksen lukiolaiset? 
Kyselylomakkeen (Liite 1) funktiokäsitysosuuden kysymysten 2-4 vastaukset 
pisteytettiin seuraavasti: oikeasta kyllä / ei vastauksesta sai yhden pisteen ja 
väärästä 0. Perusteluja ei huomioitu pisteytyksessä. Näin maksimipistemääräksi 
tuli 16. Pisteiden jakautuminen on esitelty kuviossa 8. Pisteiden keskiarvoksi 
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tettä ja pisteiden keskiarvo oli yli puolet maksimipistemäärästä. Tämä kertoo sii-








6.2.1 Graafinen representaatio 
 
Kuviossa 9 on esitetty yläkoululaisten ja lukiolaisten funktion graafisen rep-
resentaation hallinta kyselylomakkeen tehtävän 2 vastausten nojalla. Vertailu-
kohteena olevat lukiolaiset ovat samana keväänä toteutetun Hannulan ja Tuo-
men (2012) tutkimuksen lukiolaiset. Tulokset olivat keskenään yllättävän sa-
mankaltaiset. Ryhmien välillä ei ollut havaittavissa tilastollisesti merkittävää 
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Kuvio 9: Funktion graafisen representaation hallinta. 
 
Tehtävän 2a kuvaaja (kuvio 10) esittää kaik-
kialla jatkuvaa ja derivoituvaa funktiota. 
Kaikki lukiolaiset tunnistivat tämän funktiok-
si, kuten myös lähes kaikki yläkoululaiset. 
Ne yläkoululaiset (5), jotka väittivät, että ku-
vio 10 ei esitä funktion kuvaajaa, antoivat 
perusteluksi, että koordinaatiston akseleita 
ei ole nimetty eikä myöskään ole kerrottu 
akseleille skaalaa. 
Nämä samaiset oppilaat olivat pärjänneet erityisen hyvin funktiota käsitteleväs-
sä kurssikokeessa. Voisi siis melkein olettaa, että he olisivat tunnistaneet ku-
vaajan funktion kuvaajaksi, jos heille olisi nimetty akselit ja asetettu akseleille 
skaala. 
 
Tehtävässä 2b (kuvio 11) haluttiin selvittää, tunnistetaanko kuvaaja edelleen 
funktion kuvaajaksi, kun lähtöjoukko sijaitseekin pystysuoralla akselilla ja maali-
joukko vaakasuoralla akselilla. Yllättäen suurempi osa yläkoululaisista kuin lu-
kiolaisista oli oivaltanut tämän. Ero ryhmien välillä oli kuitenkin vain pieni. Ylä-
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Kuvio 10: Tehtävä 2a. 
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jaksi ja lukiolaisista noin 41% pitivät kuvaajaa funktion kuvaajana. Perusteluna 
sille, että kuvaaja on funktion kuvaaja ja sille, että kuvaaja ei ole funktion kuvaa-
ja, oli useimmiten se, että kuvaaja on kuten a-kohdan kuvaaja (kuvio 10), mutta 
se on käännetty sivuttain. Neljä yläkoulu-
laista oli jälleen sitä mieltä, että kuvaaja ei 
ole funktion kuvaaja, koska  - ja  -akselia 
ei ole määritelty. Hämmennystä aiheutti 
myös kuvaajan aaltomuoto, koska yläkou-
lulaiset olivat käsitelleet vain ensimmäi-
sen ja toisen asteen funktioiden kuvaajia. 
Toiset pitivät kuvaajaa paraabelina ja toi-
set perustelivat, että se ei voi olla funktion 
kuvaaja, koska se ei ole paraabelin tavoin 
symmetrinen. 
       
Tehtävässä 2c (kuvio 12) on esitetty kuvaaja funktiolle, joka ei ole kaikkialla de-
rivoituva. Yläkoulussa ei puhuta derivoituvuudesta. Sen sijaan tutkitaan suoria 
ja paraabeleja. Koska kuvion 12 mukainen funktio voidaan ajatella muodostu-
van janoista siten, että se täyttää vielä funktion määritelmän, olisi yläkoululais-
ten pitänyt pystyä tunnistamaan kuvaaja funktion kuvaajaksi. Kuitenkin vain 
hieman alle 40% yläkoululaisista tunnisti kuvaajan funktioksi. Jälleen neljä oppi-
lasta hylkäsi kuvaajan, koska  - ja  -akselia ei ole määritelty. 12 oppilasta eli 
loput niistä oppilaista, jotka perustelivat vas-
tauksiaan, kertoivat että kuvion 12 kuvaaja ei 
ole funktion kuvaaja sen sahalaitaisuuden 
vuoksi. Toisaalta myös vain puolet lukiolaisista, 
joiden olisi pitänyt olla jo tehnyt tuttavuutta ku-
vion 12 mukaisen kuvaajan kanssa, onnistui 
tunnistamaan kuvaajan funktion kuvaajaksi. 
Myös lukiolaiset perustelivat kuvaajan hylkää-
mistä sen jyrkillä kulmilla.   
  
Kuvio 11: Tehtävä 2b. 
Kuvio 12: Tehtävä 2c. 
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Tehtävän 2d kuvaaja (kuvio 13) esittää funktiota, jonka lähtöjoukko on epäyhte-
näinen reaalilukujen osajoukko. Tämän kel-
puutti funktion kuvaajaksi vain hyvin harva lu-
kiolainen ja vielä harvempi yläkoululainen 
(24%). Yläkoululaisten materiaalissa oli yksi 
paloittain määritellyn funktion kuvaaja, mutta 
siinä lähtöjoukko oli kuitenkin yhtenäinen. Tä-
män huomioon ottaen on yllättävää, että näin-
kin moni yläkoululaisista oli oivaltanut kuvaa-
jan esittävän funktion kuvaajaa. Ehdottomasti 
suurin osa yläkoululaisista, kuten myös lukiolaisista, perusteli väärää vastaus-
taan kuvaajan katkonaisuudella. Jälleen neljä oppilasta hylkäsi kuvaajan, koska 
 - ja  -akselia ei ole määritelty. 
 
Tehtävässä 2e (kuvio 14) on esitetty kuvaaja, 
jonka maalijoukon arvot eivät määräydy yksi-
käsitteisesti jokaiselle lähtöjoukon arvolle. 
Näin ollen kuvion 14 kuvaaja ei siis ole funkti-
on kuvaaja. Selvästi yli puolet yläkoululaisista 
(63%) ja lukiolaisista (72%) vastasivat, että 
kuvion 14 kuvaaja ei esitä funktion kuvaajaa. 
Mutta valitettavan usein oikealla vastauksella 
oli väärä perustelu. Jälleen yleisin perustelu sille, miksi tehtävän 2e kuvaaja ei 
esitä funktiota, oli kuvaajan epäjatkuvuus eikä suinkaan yksikäsitteisyys. Sen si-
jaan joitakin vääriä vastauksia, eli kuvaaja oli luokiteltu funktion kuvaajaksi, oli 
perusteltu sillä, että kuvassa on kahden eri funktion kuvaajat. Vaikka tämä on 
totta, ei vastauksia voitu hyväksyä oikeaksi, koska tehtävänannon mukaan ti-
lannetta oli tarkasteltava vain mahdollisena yhden funktion kuvaajana. 
  
Tehtävä 2f (kuvio 15) esittää oppilaille geometriasta tuttua ympyrän kehää. Tar-
koitus oli selvittää, oivalletaanko tästä tutusta muodosta, että se ei kuvaajana 
täytä funktion kuvaajan vaatimuksia. Suurin osa sekä yläkoululaisista (65%) että 
lukiolaisista (74%) oli sitä mieltä, että tehtävän 3f kuvaaja ei esitä funktion ku-
Kuvio 13: Tehtävä 2d. 
Kuvio 14: Tehtävä 2e. 
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vaajaa. Hannulan ja Tuomen (2012) tutkimuksen lukiolaiset hylkäsivät kuvaajan 
funktioksi kelpaamattomana perustellen sitä usein sillä, että kuvaaja esittää ym-
pyrää eikä funktion arvojen yksikäsitteisyydellä. Myös yläkoululaiset syyllistyivät 
tähän samaan. Ainoastaan yksi yläkoululainen perusteli vastaustaan sillä, että 
funktion kuvaaja ei voi mennä takaisinpäin eli toisin sanoen funktion arvojen 
täytyy olla yksikäsitteisiä. Neljä oppilasta hylkäsi kuvaajan, koska  - ja  -akselia 
ei ole määritelty. Suurin osa yläkoululaisista väitti kuvion 15 esittävän heille sa-
mana keväänä trigonometrian kurssilla tu-
tuksi tullutta yksikköympyrää ja käytti tätä 
perusteluna sille, että kuvaaja ei voinut ol-
la funktion kuvaaja. Loput perustelivat vas-
taustaan kuten lukiolaiset eli kuvaaja ei 
voinut esittää funktion kuvaajaa, koska se 
esittää ympyrää. 
 
Tehtävissä 2g, 2h ja 2i kartoitettiin funktion 
käsitteen ymmärrystä yleisellä tasolla. Lukiolaisille tällainen esitystapa ei ollut 
tuttu, jonka vuoksi moni lukiolainen jätti kokonaan vastamaatta tai vastasi nega-
tiivisesti jokaiseen kohtaan. Tämän vuoksi oikeiden vastausten lukumäärä teh-
tävän 2g kohdalla nousi korkeaksi, kun taas tehtävien 2h ja 2i oikeiden vastaus-
ten määrä jäi pieneksi (Hannula & Tuomi 2012). Yläkoululaisille esitystapa oli 




Kuvio 15: Tehtävä 2f. 
Kuvio 16: Vasemmalta oikealle tehtävät 2g, 2h ja 2i. 
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heidän oppimateriaalistaan, vaikka osa väittikin, että ei ollut nähnyt vastaavaa 
esitystapaa aikaisemmin. Oikeiden vastausten lukumäärä kohosikin yläkoululai-
silla kohdissa 2h ja 2i lukiolaisten oikeiden vastausten määrää korkeammalle.     
 
6.2.2 Symbolinen representaatio 
Kyselylomakkeen kolmannessa kysymyksessä kartoitettiin funktion käsitteen 
ymmärtämistä symbolisen representaation kautta. Tehtävänä oli selvittää ku-
vaavatko annetut lausekkeet ja yhtälöt funktiota vai eivät. 
 
Kuviossa 17 on esitetty yläkoululaisten ja lukiolaisten funktion symbolisen rep-
resentaation hallinta kyselylomakkeen tehtävän 3 vastausten nojalla. Vertailu-
kohteena olevat lukiolaiset ovat samana keväänä toteutetun Hannulan ja Tuo-
men (2012) tutkimuksen lukiolaiset. Yllättäen yläkoululaiset hallitsivat funktion 
symbolisen esitystavan aavistuksen verran lukiolaisia paremmin. Ryhmien välil-
lä ei ollut kuitenkaan havaittavissa tilastollisesti merkitsevää eroa (      3 3  
        ). 
 
Kuvio 17: Funktion symbolisen representaation hallinta. 
 
Tehtävässä 3 a oli yläkoululaisilla toisen asteen funktion lauseke            
ja lukiolaisilla kolmannen asteen funktion lauseke           . Ainostaan 
kolme yläkoululaisista ei kelpuuttanut toisen asteen funktion lauseketta funktion 
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Tehtävässä 3 b oli origokeskisen yksisäteisen ympyrän yhtälö        . Yl-
lättäen yläkoululaiset onnistuivat vastaamaan tähän kysymykseen selvästi use-
ammin oikein kuin lukiolaiset, vaikka ympyrän yhtälöä ei käsitellä vielä yläkou-
lussa. Ainoastaan neljä yläkoululaisista väitti yhtälön kelpaavan funktioksi ja yk-
si jätti vastaamatta. Näistä väärin vastanneista ainoastaan yksi perusteli vasta-
ustaan sillä että   voi olla  . Sitä vastoin oikein vastanneista 22 perusteli vasta-
ustaan sillä, että yhtälössä ei esiinny     . Ainoastaan yksi perusteli vastaus-
taan funktion yksikäsitteisyydellä. Kolme oikein vastanneista väitti yhtälön esit-
tävän suoraa ja yksi perusteli jälleen yhtälön hylkäämistä sillä, että määrittely-
joukkoa ei ole mainittu. On siis hyvin mahdollista, että yhtälöä ei ole kelpuutettu 
funktioksi esitysteknisistä syistä sen sijaan, että olisi pohdittu, käyttäytyykö se 
funktiolle ominaisella tavalla. Myöskään lukiolaiset eivät perustelleet vastauksi-
aan funktion yksikäsitteisyydellä vaan vetosivat usein siihen, että kyseessä on 
yhtälö ei funktio, yhtälö on liian monimutkainen tai siinä on liikaa muuttujia 
(Hannula & Tuomi 2012).   
 
Tehtävässä 3 c oli esitetty funktio      {
              
            
. Myös tähän ky-
symykseen olivat yläkoululaiset onnistuneet vastaamaan oikein lukiolaisia sel-
västi useammin. Tämä oli yllättävää,  koska tällainen funktion esitystapa oli 
mainittu yläkoulun tunneilla vain kerran. Tähän kysymykseen jätti vastaamatta 3 
yläkoululaista, 10 yläkoululaista vastasi väärin ja 36 oikein. Seitsemän oikein 
vastanneista hyväksyi lausekkeen funktioksi, koska siellä esiintyi     . Neljä oi-
kein vastanneista vetosi siihen, että funktio oli hyvin määritelty ja yksikäsittei-
nen. Yksi oikein vastanneista väitti virheellisesti funktion olevan toiseen asteen 
funktio. Yksi väärin vastanneista hylkäsi funktion, koska sen yhteydessä ei ollut 
mainittu, että   kuuluu reaalilukujen joukkoon.  
 
Tehtävässä 3 d kysyttiin, onko lauseke      {
             
           
funktion lause-
ke. Tässä ”funktio” saa esimerkiksi arvolla     kaksi eri arvoa, mikä tarkoittaa, 
että kyseessä ei ole funktio. Vain pieni osa niin yläkoululaisista kuin lukiolaisis-
takin sai tämän kohdan oikein. Yläkoululaiset onnistuivat vastaamaan tähän ky-
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symykseen jälleen lukiolaisia hieman useammin oikein. Ainoastaan yksi yläkou-
lulaisista jätti vastaamatta tähän kysymykseen. 18 vastasi oikein ja 30 väärin. 
Väärin vastanneista viisi kelpuutti lausekkeen funktioksi, koska siellä esiintyi 
    . Yllättäen kaksi väärin vastanneista oli oikeilla jäljillä perusteluissaan, mut-
ta ei ollut kuitenkaan uskaltanut väittää, että lauseke ei esitä funktiota. Heidän 
perustelunsa olivat: 
 
” If x is less than 5 than it could work.” 
“It would be a bad function, because if we state x as 6 because it is both x>5 
and x<7.” 
 
Näissä tapauksissa oli selvästi huomattu määrittelyjoukon ristiriitainen tilanne, 
vaikka ensimmäisessä tapauksessa ratkaisu ei toimisi ja toisessa väitettiin sen 
olevan “huono funktio” eli funktio yhtä kaikki. Myös kolme oikein vastanneista oli 
perustellut vastaustaan oikein määrittelyjoukon ristiriitaisuudella. Yksi oikein 
vastanneista oli hylännyt jälleen funktion, koska missään ei kerrottu, että   kuu-
luu reaalilukujen joukkoon. 
 
Tehtävässä 3 e kysyttiin, onko      {
           
        ℝ
funktio. Tilanne oli muuten 
sama kuin edellisessä kysymyksessä (3 d), mutta nyt oppilaan täytyi muistaa ja 
ymmärtää, että rationaalilukujen joukko on reaalilukujen osajoukko. Ainoastaan 
tähän kysymykseen symboliseen representaatioon liittyvistä kysymyksistä vas-
tasi useampi lukiolainen kuin yläkoululainen oikein. Hannula ja Tuomi (2012) to-
teavat kuitenkin tutkimuksessaan, että vaikutti siltä, että lukiolaiset eivät useasti 
lainkaan ymmärtäneet tätä merkintää. Yläkoululaisista 5 jätti vastaamatta tähän 
kysymykseen, 30 vastasi väärin ja 14 vastasi oikein. 4 väärin vastanneista ylä-
koululaisista käyttii jälleen merkintää      perusteluna vastaukselleen. Monet 
perustelivat vastaustaan toteamalla ”I don’t know” tai muuta vastaavaa, jota ei 
voida luokitella varsinaiseksi perusteluksi. Luultavasti monikaan yläkoululainen 
ei myöskään ymmärtänyt tätä merkintää. Ainoastaan yksi yläkoulun oppilas var-
sinaisesti perusteli vastauksensa. Hän vastasi oikein ja perusteli vastauksensa 
myös oikein: 
” The f(x) cannot be at the same time 1 and 0.” 
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6.2.3 Verbaalinen representaatio 
Kyselylomakkeen tehtävä neljä mittasi oppilaiden funktion verbaalisen rep-
resentaation ymmärrystä. Jälleen tulokset olivat hyvin samankaltaiset kummas-
sakin ryhmässä, eikä ryhmien välillä ollut havaittavissa tilastollisesti merkitsevää 
eroa (         3         ). 
 
 
Kuvio 18: Funktion verbaalisen representaation hallinta. 
 
Tehtävässä 4 a kysyttiin: onko olemassa funktiota, joka saa saman arvon kaikil-
la   ℝ? / is there a function that obtains the same value for every   ℝ? Oi-
keita vastauksia tähän kysymykseen oli yläkoululaisilla lukiolaisia hieman 
enemmän. Yläkoululaisista 5 jätti vastaamatta tähän kysymykseen, 14 vastasi 
väärin ja 30 oikein. Siinä, missä lukiolaiset antoivat myös esimerkkejä tähän ky-
symykseen (Hannula & Tuomi 2012), yläkoululaiset tyytyivät kirjoittamaan vain 
kyllä / ei vastauksia.  
 
Tehtävässä 4 b kysyttiin: onko olemassa funktiota, joka saa yhdellä   kaikki  :n 
arvot? / is there a function that obtains all the values of   for only one value of 
 ? Tähän kysymykseen jätti 6 vastaamatta, 22 vastasi väärin ja 21 oikein. Myös 
tähän kysymykseen olivat yläkoululaiset tyytyneet vastaamaan vain kyllä tai ei. 
Ainoastaan kaksi oikein vastannutta oli perustellut vastaustaan. Perusteluna oli 


















6.3 Mitä eroja on havaittavissa funktion määritelmän luokituk-
sen ja eri representaatioiden ymmärtämisen välillä MYP:n 
Espoossa läpikäynneillä yhdeksäsluokkalaisilla? 
Koska koehenkilöiden lukumäärä kutakin funktiokäsitysluokkaa kohden on niin 
pieni (alle 10 jokaisessa luokassa), ei tilastollisten testien suorittaminen ole 
mahdollista. Aineiston (Liite 4) pienuuden vuoksi tuloksista ei myöskään voida 




Kuvio 19: Funktiokäsitys ja funktion eri representaatioiden hallinta. 
 
Vinnerin ja Dreyfusin (1989) mukaan luokkaan yksi (vastaavuus) kuuluvat mää-
ritelmät vastaavat funktion matemaattista määritelmää. Ne oppilaat, jotka mää-
rittelivät funktion juuri alkioiden vastaavuuden kautta, ratkoivat tasaisen vahvasti 
niin funktion graafiseen, symboliseen kuin verbaaliseenkin representaatioon liit-
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Ne oppilaat, jotka määrittelivät funktion kahden muuttujan välisen riippuvuuden 
kautta (luokka 2), pärjäsivät tässä aineistossa muita aavistuksen verran pa-
remmin funktion symboliseen representaatioon liittyvissä tehtävissä. Sen sijaan 
heidän osaamisensa funktion verbaaliseen representaatioon liittyvissä tehtävis-
sä oli muihin nähden keskitasoa, mutta jäi selvästi jälkeen funktion symbolisen 
representaation hallinnasta. Graafisen representaation hallinta oli hieman yli 
keskitason tässä aineistossa. 
 
Myös oppilaat, jotka määrittelivät funktion säännön kautta (luokka 3), pärjäsivät 
selvästi paremmin funktion symboliseen representaatioon liittyvissä tehtävissä 
kuin graafiseen tai verbaaliseen representaatioon liittyvissä tehtävissä. Heidän 
funktion graafisen ja verbaalisen representaation hallinta oli tässä aineistossa 
keskitasoa. Operaation kautta funktion määritelleet oppilaat (luokka 4) saivat 
hyvin samankaltaiset – vain aavistuksen heikommat – tulokset kuin säännön 
kautta funktion määritelleet oppilaat (luokka 3).  
 
Yllättäen oppilaat, jotka määrittelivät funktion algebrallisen esityksen avulla 
(luokka 5), pärjäsivät parhaiten suhteessa muihin. He saivat parhaat tulokset 
sekä funktion graafiseen että verbaaliseen representaatioon liittyvistä tehtävistä 
ja jäivät vain aavistuksen verran jälkeen luokan 2 oppilaille symboliseen rep-
resentaatioon liittyvissä tehtävissä. Selvästi näillä oppilailla ei ole funktiokäsitys 
rajoittunut funktion symboliseen representaatioon, vaikka he käyttävät juuri ni-
menomaan matemaattista symbolikieltä (algebrallista esitystä) funktion määrit-
telemiseen. Myös Tall ja Vinner (1981) havaitsivat, että yksilön mielikuvaan 
funktion käsitteestä voi sisältyä yksi tai useampi käsityksistä. 
 
Luokan 6 oppilaat määrittelivät funktion representaation kautta, joka saattaisi ol-
la vailla merkitystä. Tämän luokan oppilaat pärjäsivät muiden luokkien oppilai-
siin nähden kaikista heikoiten funktion symbolisen representaation kohdalla. 
Myös heidän graafisen sekä verbaalisen representaation hallinta oli alle keski-
tason. 
 
Edellisiin luokkiin sopimattomia funktion määritelmiä käyttävät oppilaat kuuluivat 
luokkaan 7. Heidän funktion symbolisen ja verbaalisen representaation hallinta 
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oli selvästi funktion graafisen representaation hallintaa vahvempaa. Tämän luo-
kan oppilaat saivatkin huonoimmat pisteet muihin luokkiin verrattuna funktion 
graafiseen representaatioon liittyvistä tehtävistä. Symbolisen representaation 
hallinta oli keskitasoa ja verbaalisen hieman yli keskitason.   
 
Oppilaat, jotka jättivät funktion määrittelemättä kokonaan (luokka 8), pärjäsivät 
selvästi paremmin funktion symboliseen representaatioon liittyvissä tehtävissä 
kuin verbaaliseen tai graafiseen representaatioon liittyvissä tehtävissä. Heidän 
symbolisen representaation hallinta oli yli keskitason, kun taas graafisen rep-
resentaation hallinta oli heikkoa. Funktion verbaaliseen representaatioon keskit-
tyvistä kysymyksistä he saivat kaikista ryhmistä kaikista heikoimman tuloksen. 
Lieneekö funktion määritteleminen jätetty väliin juuri matematiikan kielentämi-
sen vaikeuksista johtuen, kokonaisymmärryksen puutteen vuoksi vai jostain 
muusta syystä?  
  
6.4 Mitä yhteyksiä on havaittavissa funktiokäsityksen ja ylä-
koulun päättöarvosanan välillä MYP:n Espoossa läpikäyn-
neillä yhdeksäsluokkalaisilla? 
Koska koehenkilöiden lukumäärä kutakin funktiokäsitysluokkaa kohden on niin 
pieni (alle 10 jokaisessa luokassa), ei tilastollisten testien suorittaminen ole 
mahdollista. Aineiston (Liite 4) pienuuden vuoksi tuloksista ei myöskään voida 




Kuvio 20: Päättöarvosanajakauma funktiokäsitysluokittain. 
 
Oppilaat, jotka määrittelivät funktion vastaavuuden kautta (luokka 1), vaikuttai-
sivat olevan matemaattisesti orientoituneita oppilaita. Heidän päättöar-
vosanojensa keskiarvo oli 9,8 ja vaihteluvälin pituus 1. Viidestä oppilaasta aino-
astaan yksi sai arvosanan yhdeksän ja loput saivat arvosanan 10. Yhdeksän-
nen luokan matematiikan tunneilla nämä oppilaat osoittivat äärimmäistä kiinnos-
tusta matematiikkaa kohtaan: asioiden ymmärtäminen ja matemaattisesti oikein 
ilmaiseminen oli heille tärkeää. Motivaatiota riitti myös kotiläksyjen tekemiseen. 
Ymmärryksen lisäksi hyvän arvosanan saavuttaminen oli heille tärkeää. Heitä 
voisi jopa kuvailla perfektionistisiksi luonteiksi matematiikan suhteen.  
 
Riippuvuusrelaation kautta (luokka 2) funktion määritelleet oppilaat vaikuttaisi-






















tematiikan päättöarvosanansa oli 9 (keskiarvo 9, vaihteluvälin pituus 0). Yhdek-
sännen luokan aikana nämä oppilaat olivat hyvin arvosanaorientoituneita. He 
opiskelivat kokeeseen paljon, mutta eivät kokeneet tunnilla työskentelyä tai joka 
kerta kotiläksyjen tekemistä kovinkaan tärkeäksi. Nämä oppilaat tuntuivat ole-
van luonteeltaan hyvin sosiaalisia. 
 
Oppilaat, jotka määrittelivät funktion säännön kautta (luokka 3), päätyivät saa-
maan matematiikan päättöarvosanakseen 8 (keskiarvo 8, vaihteluvälin pituus 
0). Nämä oppilaat tuntuivat yhdeksännen luokan aikana olevan motivoituneita 
matematiikan opiskeluun lähinnä vain vanhempien painostuksesta. He olivat 
taipuvaisia käyttämään matematiikan tunnit haaveiluun, eikä aktiivinen osallis-
tuminen tuntiin ollut millään lailla heille tärkeää. Kokeissa he tekivät erikoisia 
virheitä, mutta pääpirteissään osasivat asiat hyvin. Luonteeltaan he vaikuttivat 
olevan hyvin introverttejä.  
 
Operaation kautta (luokka 4) funktion määritelleet oppilaat saivat tässä aineis-
tossa matematiikan päättöarvosanakeskiarvon 8,4 vaihteluvälillä, jonka pituus 
on 3. Nämä oppilaat antoivat hyvin erilaiset kuvat itsestään yhdeksännen luo-
kan aikana. Tämä ryhmä pitää sisällään erilaisia oppilaita niin luonteenpiirteil-
tään, motivaatioltaan kuin työskentelytavoiltaankin. Heille yhteistä tuntui olevan 
ainoastaan se, että he eivät tuntuneet kokevan aktiivista tuntityöskentelyä tär-
keäksi. 
 
Oppilaat, jotka päätyivät määrittelemään funktion kaavan kautta (luokka 5), 
saavuttivat tässä aineistossa matematiikan päättöarvosanakeskiarvon 9,3 (vaih-
teluvälin pituus 2). Matematiikan tunneilla he osoittivat pyrkimystä ymmärtämi-
seen. He kuuntelivat tarkasti, mitä opettaja asiasta heille kertoi, pohtivat sitä ja 
esittivät kysymyksiä. Tunnilla aktiivinen työskentely oli heille tärkeää, kuten 
myös hyvän arvosanan saavuttaminen. Näillä oppilailla tuntui olevan selkeä si-
säinen motivaatio. 
 
Representaation kautta funktion määritelleet oppilaat (luokka 6) saavuttivat ma-
tematiikan päättöarvosanakeskiarvon 9 (vaihteluvälin pituus 2). Vuoden mittaan 
kävi selväksi, että hyvän arvosanan saavuttaminen oli näille oppilaille tärkeää. 
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He pyrkivät osallistumaan tunnilla, vaikka olivatkin taipuvaisia puuhastelemaan 
jotain muuta tunnin aikana. He kuitenkin pyrkivät itse aktiivisesti ymmärtämi-
seen. 
 
Oppilaat, jotka määrittelivät funktion edellisiin luokkiin sopimattomalla tavalla 
(luokka 7), saavuttivat matematiikan päättöarvosanakeskiarvon 8,5 (vaihteluvä-
lin pituus 3). Vuoden mittaan näytti siltä, että henkinen läsnäolo tunneilla oli näil-
le oppilaille haastavaa. Tunnilla oltiin aktiivisia vain, jos siitä oli heille hyötyä sillä 
hetkellä, muuten keskityttiin aivan muihin asioihin. Kokeeseen kuitenkin opiskel-
tiin niin, että siitä päästiin jokainen kerta läpi. 
 
Oppilaat, jotka eivät määritelleet funktiota lainkaan tai vastasivat ”en tiedä” 
(luokka 8), saivat matematiikasta päättöarvosanakeskiarvon 7,8 (vaihteluvälin 
pituus 3). Tästä ryhmästä löytyy oppilaita, jotka vuoden mittaan osoittivat ää-
rimmäistä laiskuutta opiskelun suhteen (matematiikan läksyt lähes aina teke-
mättä), ja toisaalta taas oppilaita, joilla oli aina kotitehtävät tehtynä, mutta ahke-
ruudesta ja jopa kyvykkyydestä huolimatta usko itseen / omiin matemaattisiin 
kykyihin oli vähäinen. 
 
6.5 Mitä eroja on havaittavissa matematiikkakuvan ja funktio-
käsityksen välillä MYP:n Espoossa läpikäynneillä yhdek-
säsluokkalaisilla? 
Koska kaksi vastauspaperia jouduttiin hylkäämään matematiikkakuva-aineiston 
kohdalla, saatiin aineisto kerättyä vain 47:ltä oppilaalta. Nämä oppilaat jaettiin  
Vinnerin ja Dreufusin (1989) ja Hannulan ja Tuomen (2012) tutkimusten mukai-








Taulukko 1 Aineiston funktiokäsitysluokkajaottelu matematiikkakuvavertailussa. 
Funktiokäsitysluokka Oppilaiden lukumäärä 
1. Vastaavuus 5 
2. Riippuvuus 5 
3. Sääntö 2 
4. Operaatio 7 
5. Kaava 6 
6. Representaatio 7 
7. Muu edellisiin sopimaton määritelmä. 5 
8. Ei vastausta. / En tiedä. 9 
 
Aineisto jaettiin teorian pohjalta faktorianalyysia apuna käyttäen viiteen faktoriin: 
motivaatio          , asenne matematiikan opiskeluun          , usko-
mukset matematiikasta          , käsitykset matematiikan luonteesta 
          ja käsitykset matematiikasta          . Faktorit muuttujineen on 
esitelty liitteessä 5. Ryhmien välisiä eroja aineiston matematiikkakuvafaktoreis-
sa tutkittiin Mann-Whitneyn U-testin avulla. U-testien tulokset on esitelty fakto-
reittain liitteessä 6. 
 
Seuraavissa alaluvuissa käsitellään tutkimuskysymystä faktoreittain.  
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6.5.1 Funktiokäsitys ja motivaatiofaktori 
 
Kuvio 21: MYP:in Espoossa läpikäyneiden yläkoululaisten motiovaatiofaktorimediaanit 
funktiokäsitysluokittain. 
 
Motivaatiofaktori koostui väittämistä 
1) Olen valmis työskentelemään pitkänkin aikaa ymmärtääkseni uuden asi-
an matematiikassa, 
2) Haluan todella menestyä matematiikassa, 
3) Matematiikka oli minulle koulussa helpompaa kuin useimmille muille, 
4) Luotan itseeni matematiikassa, 
5) Tiedän, että voin menestyä matematiikassa, 
6) Nautin matemaattisten tehtävien pohtimisesta, 
7) Minulla ei ole väärä asenne, 
8) Innostukseni matematiikkaan ei ole kausittaista. 
 
Kuvion 21 mediaanitarkastelusta huomataan, että ryhmässä 8 on motivaatio 
matematiikan opiskeluun alhaisempi kuin muissa ryhmissä. Tähän ryhmään si-
joittuivat oppilaat, jotka jättivät funktion kokonaan määrittelemättä. Ensimmäisen 
faktorin eli motivaatiofaktorin suhteen muista ryhmistä erosi tilastollisesti merkit-
sevästi (taulukko 2) vain ryhmä 8. 




















Taulukko 2: Mann-Whitneyn U-testien tulokset ryhmän kahdeksan eroavaisuudesta 
muihin ryhmiin. 
Ryhmät 
1 ja 8 
Ryhmät 
2 ja 8 
Ryhmät 
3 ja 8 
Ryhmät 
4 ja 8 
Ryhmät 
5 ja 8 
Ryhmät 
6 ja 8 
Ryhmät 
7 ja 8 
       
        
       
     3  
       
     3  
       
        
       
        
        
        
       
     3  
 
Muiden ryhmien väliltä ei löydetty tilastollisesti merkitsevää eroa (liite 6). 
 
6.5.2 Funktiokäsitys ja asenne matematiikan opiskeluun -faktori 
 
Kuvio 22: MYP:n Espoossa läpikäyneiden yläkoululaisten asenne matematiikan opiske-
luun -faktorin mediaanit funktiokäsitysluokittain. 
 
Asenne matematiikan opiskeluun –faktori koostui väittämistä 
1) Haluan todella menestyä matematiikassa, 
2) Olen varma, että pystyn oppimaan vielä lisää matematiikkaa, 
3) Olen ahkera, 
4) Tiedän, että voin menestyjiä matematiikassa, 
5) Matematiikan opiskelussa tärkeintä on asioiden ymmärtäminen, 
6) Minulle oli tärkeää saada hyvä numero matematiikassa ja 

















Asenne matematiikan opiskeluun  
-faktorin mediaanit funktiokäsitysluokittain 
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Oppilailla, jotka määrittelivät funktion matemaattisesti riittävästi vastaavuuden 
kautta (funktiokäsitysluokka 1), oli mediaanitarkastelun nojalla (kuvio 22) positii-
visin asenne matematiikan opiskeluun. Tämä ryhmä erosi kuitenkin tilastollisesti 
merkitsevästi                  vain ryhmästä 8, jossa funktio jätettiin koko-
naan määrittelemättä. 
 
Oppilailla, jotka määrittelivät funktion kaavan kautta (funktiokäsitysluokka 5), oli 
myös tilastollisesti merkitsevästi positiivisempi asenne matematiikan opiskeluun 
kuin ryhmän 4 oppilailla                 , jotka määrittelivät funktion ope-
raation kautta, ja ryhmän 8 oppilailla                 , jotka jättivät funktion 
kokonaan määrittelemättä. Ryhmän 5 oppilaat poikkesivat positiivisessa asen-
teessa matematiikan opiskelua kohtaan myös ryhmästä seitsemän 92,1% to-
dennäköisyydellä                 . 
 
Myös oppilailla, jotka määrittelivät funktion representaation kautta (funktiokäsi-
tysluokka 6), oli erityisen positiivinen asenne matematiikan opiskelua kohtaan 
(kuvio 22). Tämä ryhmä poikkesi asenteen matematiikan opiskeluun -faktorin 
suhteen tilastollisesti merkitsevästi                   kuitenkin vain ryh-
mästä 8, jossa jätettiin funktio kokonaan määrittelemättä.  
 
Muiden ryhmien väliltä ei löydetty tilastollisesti merkitsevää eroa. Näiden ryhmi-
en välisten vertailujen U-arvot löytyvät liitteestä 6. 
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6.5.3 Funktiokäsitys ja uskomukset matematiikasta -faktori 
 
Kuvio 23: MYP:n Espoossa läpikäyneiden yläkoululaisten uskomukset matematiikasta  
-faktorin mediaanit funktiokäsitysluokittain. 
 
Uskomukset matematiikasta -faktori koostui seuraavista väittämistä 
1) Matematiikka on mekaaninen ja pitkästyttävä oppiaine, 
2) Matematiikan oppiminen on työlästä, 
3) Matematiikkaa opitaan laskemalla, 
4) Jos opettaja on itse liian hyvä matematiikassa, hän ei osaa selittää sel-
västi, 
5) Matematiikan oppiminen on suurimmaksi osaksi ulkoa oppimista ja 
6) Opetuksessa pitäisi kiinnittää entistä enemmän huomiota käytännön so-
vellutuksiin. 
Vahvimmat uskomukset matematiikasta (kuvio 23) olivat niillä oppilailla, jotka 
määrittelivät funktion säännön kautta (funktiokäsitysluokka 3). Tilastollisesti 
merkitsevästi tämä ryhmä poikkesi ryhmästä 5               3  ja ryhmäs-
tä 6              3  . Oppilaista, jotka olivat määritelleen funktion muihin 
luokkiin sopimattomalla määritelmällä (ryhmä 7), ryhmä 3 poikkesi 92,1% to-
dennäköisyydellä ja ryhmästä kahdeksan 92,4% todennäköisyydellä. 
 
Kaavan kautta funktion määritelleillä oppilailla (ryhmä 5) oli verrattain heikot us-
















Uskomukset matematiikasta -faktorin 
mediaanit funktiokäsitysluokittain 
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uskomukset matematiikasta. Ryhmä 5 poikkesi ryhmästä seitsemän 92,1% to-
dennäköisyydellä ja tilastollisesti merkitsevästi                  oppilaista, 
jotka olivat jättäneet funktion määrittelemättä (ryhmä 8). Ryhmässä 8 oli vah-
vemmat uskomukset matematiikasta kuin ryhmissä 1, 2, 5, 6 ja 7. Ryhmä 8 
poikkesikin tilastollisesti merkitsevästi ryhmän 5 lisäksi ryhmästä 1    
             , jossa oli heikoimmat uskomukset matematiikasta, ja ryhmästä 
6                  .  
 
Muiden ryhmien väliltä ei löydetty tilastollisesti merkitsevää eroa. Näiden ryhmi-
en välisten vertailujen U-arvot löytyvät liitteestä 6. 
 
6.5.4 Funktiokäsitys ja käsitykset matematiikan luonteesta -faktori 
 
Kuvio 24: MYP:n Espoossa läpikäyneiden yläkoululaisten käsitykset matematiikan 
luonteesta -faktorin mediaanit funktiokäsitysluokittain. 
 
Käsitykset matematiikan luonteesta -faktori koostui väittämistä 
1) Matematiikan alalla tehdään uusia oivalluksia jatkuvasti, 
2) Kyky arvioida on tärkeä matemaattinen taito, 
3) Matematiikka on hyvä ala luovalle ihmiselle, 



















Käsitykset matematiikan luonteesta  
-faktorin mediaanit funktiokäsitysluokittain 
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5) Matemaattisia ongelmia ei voida ratkaista käyttämättä sääntöjä, 
6) Matematiikassa on tehty uusia keksintöjä viime aikoina, 
7) Matemaattisten ongelmien ratkaisussa on paljon tilaa omaperäisille aja-
tuksille ja 
8) Matemaattinen ongelma voidaan aina ratkaista eri tavoin. 
Se muistuttaan luvussa 3.1.1 esitellyistä Ernestin (1989) matematiikkakäsityk-
sistä eniten ongelmanratkaisunäkemystä. 
 
Selvästi positiivisimmat käsitykset matematiikan luonteesta olivat ensimmäiseen 
funktiokäsitysluokkaan kuuluvilla oppilailla ja selvästi negatiivisimmat käsitykset 
matematiikan luonteesta olivat funktiokäsitysluokkaan kahdeksan kuuluvilla op-
pilailla. Näiden kahden ryhmän väliltä oli löydettävissä myös tilastollisesti mer-
kitsevä ero              3  . Muiden ryhmien väliltä ei löydetty tilastollisesti 
merkitsevää eroa tämän faktorin suhteen. Tosin ryhmät 5 ja 8 erosivat toisis-
taan 91,2% todennäköisyydellä.  Kaikkien ryhmien välisten vertailujen U-arvot 
löytyvät liitteestä 6. 
 
6.5.5 Funktiokäsitys ja käsitykset matematiikasta -faktori 
 
Kuvio 25: MYP:n Espoossa läpikäyneiden yläkoululaisten käsitykset matematiikasta -
faktorin mediaanit funktiokäsitysluokittain. 
 



















Käsitykset matematiikasta -faktorin 
mediaanit funktiokäsitysluokittain 
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1) Matematiikka on vaikeaa ja 
2) Matematiikka on numeroita ja laskemista. 
 
Kaikista vähiten vaikeana ja mekaanisena oppiaineena matematiikkaa pitivät 
ryhmään 1 kuuluvat oppilaat (kuvio 25). Sen sijaan kaikista vahvimmat käsityk-
set matematiikasta olivat ryhmiin 8 ja 2 kuuluvilla oppilailla (kuvio 25). Ryhmä 2 
ei kuitenkaan poikennut tilastollisesti merkitsevästi muista ryhmistä. Sen sijaan 
ryhmä 8 poikkesi tilastollisesti merkitsevästi ryhmistä 1, 4, 5, ja 6. Näiden ryh-
mien väliset U-testien tulokset on esitelty taulukossa 3. 
 
Taulukko 3: U-testien tulokset ryhmän 8 ja ryhmien 1, 4, 5 ja 6 välillä. 
Ryhmät 
1 ja 8 
Ryhmät 
4 ja 8 
Ryhmät 
5 ja 8 
Ryhmät 
6 ja 8 
        
        
  11,50 
     3  
  3    
        
        
        
 
Näiden lisäksi ainoastaan ryhmä 3 poikkesi tilastollisesti merkitsevästi  
                 ryhmästä 5. Ryhmässä 3 oli ryhmää 5 vahvemmat käsi-
tykset matematiikasta (kuvio 25). 
 
Muiden ryhmien väliltä ei löydetty tilastollisesti merkitsevää eroa. Näiden ryhmi-
en välisten vertailujen U-arvot löytyvät liitteestä 6. 
 
6.6 Mitä eroja on havaittavissa matematiikkakuvan ja yläkoulun 
matematiikan päättöarvosanan välillä MYP:n Espoossa lä-
pikäynneillä yhdeksäsluokkalaisilla? 
Matematiikkakuvaa tarkasteltaessa matematiikan päättöarvosanan kautta ai-






Taulukko 4: Oppilaiden lukumäärä aineistossa matematiikan päättöarvosanan mukaan. 






Seuraavissa alaluvuissa käsitellään tutkimuskysymystä faktoreittain.  
 
6.6.1 Matematiikan päättöarvosana ja motivaatiofaktori 
 
Kuvio 26: MYP:n Espoossa läpikäyneiden yläkoululaisten motivaatiofaktorin mediaanit 
matematiikan päättöarvosanoittain. 
 
Motivaatio oli selvästi heikoin matematiikan päättöarvosanan 7 saaneilla oppi-
lailla. Tämä ryhmä erosi myös tilastollisesti merkitsevästi muista ryhmistä. Nä-
mä arvot on esitetty taulukossa 5. 
Taulukko 5: U-testien tulokset matematiikan päättöarvosanan 7 saaneiden oppilaiden 
eroavaisuuksista muita matematiikan päättöarvosanoja saaneisiin oppilaisiin motivaa-
tiofaktorin suhteen. 
Päättöarvosanat 
7 ja 8 
Päättöarvosanat 
7 ja 9 
Päättöarvosanat 
7 ja 10 
        
        
       
        
        




















Kuvion 26 mukaan, mitä parempi matematiikan päättöarvosana oppilailla oli, si-
tä korkeampi oli myös saman arvosanan saaneen oppilasryhmän motivaatiofak-
torin mediaani. Yllättäen kuitenkin matematiikan päättöarvosanan 8 saaneet 
oppilaat eivät eronneet tilastollisesti merkitsevästi matematiikan päättöarvosa-
nan 10 saaneista oppilaista motivaation suhteen. Sen sijaan matematiikan päät-
töarvosanan 8 ja 9 saaneiden oppilaiden välillä oli havaittavissa tilastollisesti 
merkitsevä ero    3             motivaation suhteen. Arvosanat 9 ja 10 
saaneet oppilaat eivät eronneet tilastollisesti merkitsevästi toisistaan. 
 
Kaikkien ryhmien väliset U-testien tulokset U- ja p-arvoineen löytyvät liitteestä 7. 
 
6.6.2 Matematiikan päättöarvosana ja asenne matematiikan opiskeluun  
-faktori 
 
Kuvio 27: MYP:n Espoossa läpikäyneiden yläkoululaisten asenne matematiikan opiske-
luun -faktorin mediaanit matematiikan päättöarvosanoittain. 
 
Teoriaosuuden luvun 3.1.2 lopussa kerrottiin, että oppilaan matematiikka-
asenteen ja oppimistulosten välillä on havaittu selvä korrelaatio (McLeod 1992, 
581-582.). Tämä havainto tehtiin myös tässä tutkimuksessa: Mitä paremman 
matematiikan päättöarvosanan oppilasryhmä oli saanut, sitä parempi oli heidän 
















Asenne matematiikan opiskeluun  
-faktorin mediaanit matematiikan 
päättöarvosanoittain 
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välillä ei havaittu tässä faktorissa tilastollisesti merkitsevää eroa. Sen sijaan ti-
lastollisesti merkitsevästi erosivat arvosanat 7     3            ja 8 
   33            saaneet oppilaat arvosanan 10 saaneista oppilaista asen-
teessa matematiikan opiskeluun. Arvosanan 7 saaneet oppilaat erosivat myös 
tilastollisesti merkitsevästi arvosanan 9 saaneista oppilaista. Muiden oppilas-
ryhmien välillä ei löydetty tilastollisesti merkitseviä eroja. Kaikki arvot on esitetty 
liitteessä 7. 
 
6.6.3 Matematiikan päättöarvosana ja uskomukset matematiikasta  
-faktori 
 
Kuvio 28: MYP:n Espoossa läpikäyneiden yläkoululaisten uskomukset matematiikasta -
faktorin mediaanit matematiikan päättöarvosanoittain. 
 
Vahvimmat uskomukset matematiikasta olivat matematiikan päättöarvosanan 7 
ja 8 saaneilla oppilailla. Näiden ryhmien välillä ei ollut tilastollisesti merkitsevää 
eroa. Vastaavasti heikoimmat uskomukset matematiikasta olivat matematiikan 
päättöarvosanan 9 ja 10 saaneilla oppilailla. Myöskään näiden ryhmien väliltä ei 
löydetty tilastollisesti merkitsevää eroa. Sen sijaan tilastollisesti merkitsevä ero 
oli löydettävissä matematiikan päättöarvosanan 7 saaneiden oppilaiden ja ma-
tematiikan päättöarvosanan 9                  ja 10                  
saaneiden oppilaiden välillä. Vastaavasti tilastollisesti merkitsevä ero oli löydet-



















matiikan päättöarvosanan 9    3          3  ja 10    3             
saaneiden oppilaiden välillä.  
 
Kaikkien ryhmien väliset U-testien arvot on esitetty liitteessä 7. 
    
 
6.6.4 Matematiikan päättöarvosana ja käsitykset matematiikan luonteesta 
-faktori 
 
Kuvio 29: MYP:n Espoossa läpikäyneiden yläkoululaisten käsitykset matematiikan 
luonteesta -faktorin mediaanit matematiikan päättöarvosanoittain. 
 
Kaikista positiivisin käsitys matematiikan luonteesta oli matematiikan päättöar-
vosanan 10 saaneilla oppilailla. Yllättäen aivan heidän perässään olivat mate-
matiikan päättöarvosanan 8 saaneet oppilaat. Jo hieman enemmän jäljessä tu-
livat matematiikan päättöarvosanan 9 saaneet oppilaat ja kaikista negatiivisin 




















Käsitykset matematiikan luonteesta -
faktorin mediaanit matematiikan 
päättöarvosanoittain 
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Tilastollisesti merkitsevä ero oli ainoastaan matematiikan päättöarvosanan 7 ja 
10 saaneiden oppilaiden välillä               3  . Kaikkien ryhmien väliset 
U-testien arvot on esitetty liitteessä 7. 
 
6.6.5 Matematiikan päättöarvosana ja käsitykset matematiikasta -faktori 
 
Kuvio 30: MYP:n Espoossa läpikäyneiden yläkoululaisten käsitykset matematiikasta -
faktorin mediaanit matematiikan päättöarvosanoittain. 
 
Yllättäen matematiikan päättöarvosanan 9 saaneet oppilaat pitivät matematiik-
kaa muihin ryhmiin verrattuna vähiten vaikeana ja mekaanisena oppiaineena. 
Eniten matematiikkaa pitivät vaikeana ja mekaanisena oppiaineena matematii-
kan päättöarvosanan 7 ja 8 saaneet oppilaat. 
 
Tilastollisesti merkitsevästi erosivat matematiikan päättöarvosanan 7 saaneet 
oppilaat matematiikan päättöarvosanan 9              3   saaneista oppi-
laista. Arvosanan 7 saaneet oppilaat erosivat myös arvosanan 10 saaneista op-
pilaista 96,2% todennäköisyydellä. Arvosanan 8 saaneet oppilaat erosivat ar-
vosanan 9 saaneista oppilaista 94% todennäköisyydellä. Kaikkien ryhmien väli-
























Tutkimuksen kohteena oli hyvin erityinen joukko oppilaita, joten laajan mittakaa-
van johtopäätöksiä tästä tutkimuksesta ei voida vetää. MYP –yläkouluja on 
Suomessa yhteensä vain 5, mikä tarkoittaa, että tutkimuksen yläkoululaiset 
poikkesivat opetusideologian puolesta valtaosasta Suomen yläkoululaisista. 
Näin ollen tämän tutkimuksen tulokset eivät ole yleistettävissä koko Suomen 
yläkoululaisiin. Erilaisen opetusideologian lisäksi tähän tutkimukseen osallistu-
neet oppilaat oppivat funktiokäsitteen materiaalista, joka ei ole ollut saatavilla 
muissa yläkouluissa. On siis mahdollista, että tähän tutkimukseen osallistunei-
den yläkoululaisten vastaukset poikkeavat myös muiden MYP –yläkoulujen op-
pilaiden vastauksista.   
 
On myös mahdollista, että tutkittaessa saman koulun oppilaita muutamaa vuotta 
myöhemmin saataisiin erilaisia tuloksia: tutkimukseen osallistunut koulu IB-
sertifioitiin, kun tutkimukseen osallistuneet yläkoululaiset olivat yhdeksäsluokka-
laisia. Koulu oli kuitenkin noudattanut MYP:n opetusideologiaa jo kaksi edellistä 
vuotta. Näin ollen tutkimukseen osallistuneet yhdeksäsluokkalaiset olivat en-
simmäinen ikäluokka kyseissä koulussa, joka oli opiskellut MYP:n mukaisesti. 
MYP oli uusi tuttavuus myös koulun opettajille, jonka lisäksi tutkimukseen osal-
listuneiden yhdeksäsluokkalaisten oppilaiden matematiikan opettaja vaihtui 
kahdeksannen luokan jälkeen opettajaan, joka tutustui tuolloin vasta ensim-
mäistä kertaa MYP:en. Yleistettävyys Middle Years Programme -oppilaisiin on 
siis hyvin kyseenalainen. 
 
Aineiston keräyspäivänä paikalla oli 49 oppilasta 63:stä oppilaasta. Tämä otos 
pitää sisällään kyseisen vuosiluokan kaikki heikoimmat oppilaat. Sen sijaan 
kaikki matemaattisesti ansioituneet oppilaat eivät olleet aineistonkeräyspäivänä 
koulussa. Tämä saattaa vääristää tuloksia funktiokäsityksen hallinnasta todelli-
suutta alhaisemmiksi. 
 
Kyselylomakkeen matematiikkakuvaosiossa käytettiin diskreettiä Likert-
asteikkoa. Nummenmaan (2007) mukaan mielipiteet eivät kuitenkaan vaihtele 
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viidessä pykälässä välillä samaa mieltä ja eri mieltä, vaan mielipide on luonteel-
taan jatkuva muuttuja. Tutkimuksessa käytetyn Likert-asteikon avulla voidaan 
kuitenkin saada myös mielipiteistä suuntaa antavia tuloksia. 
 
Matematiikkakuvaosiossa jouduttiin kahden oppilaan vastaukset hylkäämään 
vastausten puutteellisuuden vuoksi ja yksittäisiä puuttuvia vastauksia korvattiin 
keskiarvolla. Tämä on saattanut heikentää tutkimustulosten luotettavuutta 
(Nummenmaa 2007). Puuttuvia vastauksia oli kuitenkin verrattain vain vähän, 
joten vaikutus lienee vähäinen. 
 
Yhteenvetona voidaan todeta, että tämän tutkimuksen tulokset ovat parhaimmil-






Tutkimusongelmana oli kartoittaa MYP-yläkoululaisten funktiokäsitystä ja ma-
tematiikkakuvaa, verrata MYP-yläkoululaisten funktiokäsitystä lukiolaisten funk-
tiokäsitykseen, sekä selvittää funktiokäsityksen ja matematiikkakuvan yhteyksiä. 
 
Kuten tässä tutkimuksessa MYP-yläkoululaisten, myös Vinnerin ja Dreyfusin 
(1989) tutkimuksessa college opiskelijoiden ja junior high school opettajien piti 
päättää, esittääkö jokin kuvista tai yhtälöistä funktiota ja sen jälkeen antaa pe-
rustelut päätökselleen. Kummassakin tutkimuksessa oli löydettävissä tapauksia, 
joissa perustelu oli oikein, mutta vastaus väärin ja toisin päin. Näyttäisi siis, että 
hämmennys funktiokäsitteen suhteen ei ole sidoksissa ikään tai opintojen mää-
rään.  
 
Vinner ja Dreyfus (1989) spekuloivat myös, että ristiriitaisuudet eri funktion rep-
resentaatioiden hallinnassa olisivat harvinaisempia matemaattisesti orientoitu-
neilla opiskelijoilla. Tämän tutkimuksen tulokset tukevat tätä spekulaatiota. Täs-
sä tutkimuksessa funktiokäsitysluokaan 8 sijoittuneilla oppilailla oli motivaatio 
heikoin samoin kuin asenne matematiikan opiskeluun. Tässä samaisessa ryh-
mässä oli myös havaittavissa kaikista suurin ero eri representaatioiden hallin-
nassa. 
 
Tässä tutkimuksessa ei havaittu tilastollisesti merkitsevää eroa lukiolaisten ja 
yläkoululaisten välillä oikeiden vastausten lukumäärissä. Vinnerin ja Dreyfusin 
(1989) tutkimuksessa ei myöskään havaittu merkittäviä eroja korkeamman ta-
son matematiikka opiskelevien ja matalamman tason matematiikkaa opiskelevi-
en college-opiskelijoiden välillä. Herää kysymys, muodostuuko funktiokäsitys 
siis jo yläkoulussa ja sitä on sen jälkeen enää hankala muuttaa? Vastauksen 
saaminen tähän kysymykseen vaatisi huomattavasti laajempaa pitkittäistä jatko-
tutkimusta. 
 
Vinnerin ja Dreyfusin (1989) tutkimuksessa korkeamman matematiikan tason 
opiskelijat perustelivat enemmän ja paremmin heidän vastauksiaaan kuin mata-
lamman matematiikan tason opiskelijat. Yllättäen MYP-yläkoululaiset perusteli-
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vat vastauksia huomattavasti enemmän kuin lukiolaiset. Tähän voi olla kuitenkin 
syynä Hannulan ja Tuomen (2012) kyselylomake, johon ei ollut jätetty erikseen 
tilaa perusteluille, kuten yläkoululaisten lomakkeessa oli. Toisaalta MYP vaatii 
oppilaita reflektoimaan jatkuvasti omaa työtään ja ilmaisemaan itseään kirjalli-
sesti myös matematiikassa. Olisi mielenkiintoista tutkia, antavatko MYP:n läpi-
käyneet oppilaat herkemmin perusteluja vastauksilleen kuin muut yläkoululaiset.   
 
Kuten aikaisemmin jo todettiin, 2000-luvun taitteen tutkijat pitivät keskeisinä 
opiskelijoiden opintomenestystä selittävinä tekijöinä opiskelijoiden uskomuksia 
ja asenteita (Joutsenlahti 2005). Tämän tutkimuksen tulokset tukevat näitä ai-
kaisempia tuloksia: mitä parempi matematiikan päättöarvosana oppilaalla oli, si-
tä parempi asenne oppilaalla oli matematiikan opiskeluun ja sitä vähemmän us-
komuksia oppilaalla oli matematiikasta. Onko mahdollista parantaa oppimistu-
loksia tietoisesti yrittämällä muuttaa oppilaiden asenteita ja uskomuksia mate-
matiikan suhteen? Schoenfeldin (1985) ja Pietilän (2002) mukaan oppilaan ma-
tematiikkakuva vaikuttaa oppilaan ymmärtämiseen, ratkaisuihin, affektiivisiin re-
aktioihin ja toimintaan muun muassa erilaisissa matematiikkaan liittyvissä oppi-
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LIITE 1. Kyselylomake 2012 
Kyselylomake 2012 / Questionnaire 2012 
1. Nimi/ Name: 
 
2. Ikä/ Age: 
Osio 1: Funktiokäsitys / Function conception 
1. Määrittele, mikä on funktio. / Define what a function is. 
 
2. Rastita ruutu, jonka koet olevan oikea vastaus kysymykseen.  / Please 
check the box that you think is correct. 
A) Onko tämä funktion kuvaaja? / Is this a graph of a function?  









B) Onko tämä funktion kuvaaja?/ Is this a graph of a function?  
 

























C) Onko tämä funktion kuvaaja? / Is this a graph of a function?  
 











D) Onko tämä funktion kuvaaja? / Is this a graph of a function?  
 










E) Onko tämä funktion kuvaaja? / Is this a graph of a function?  
 




























































F) Onko tämä funktion kuvaaja? / Is this a graph of a function?  
 








G) Onko tämä funktio? / Is this a function?  
 










H) Onko tämä funktio? / Is this a function?  
 
































I) Onko tämä funktio? / Is this a function?  
 









A)   Onko yhtälö            funktio? / Is the equation            a  
function? 
kyllä / yes  ei / no 
B) Onko yhtälö         funktio? / Is the equation         a function? 
 




























C) Onko      {
              
            
funktio? /  
Is      {
               
             
 a function? 
 
kyllä / yes  ei / no 
D) Onko      {
             
           
funktio? / Is      {
              
            
 a  
function? 
 






E) Onko      {
           
        ℝ
funktio? / Is       {
            
         ℝ
 a function? 
 





A) Onko olemassa funktiota, joka saa saman arvon kaikilla   ℝ? / Is there a 





B) Onko olemassa funktiota, joka saa yhdellä   kaikki  :n arvot? / Is there a 






Osio 2: Kuva itsestä matematiikan oppijana. / Self image as a learner of 
mathematics. 
Vastaa seuraaviin väittämiin käyttämällä asteikkoa /Answer the following state-
ments using the scale 
 
5 täysin samaa mieltä / completely agree 
4 osittain samaa mieltä / partially agree 
3 en osaa sanoa / do not know 
2 osittain eri mieltä / partially disagree 
1 täysin erimieltä / completely disagree 
 5 4 3 2 1 
Olen valmis työskentelemään pitkänkin aikaa ymmärtääkseni 
uuden asian matematiikassa. / I am ready to work even long 
periods of time to understand a new topic in mathematics. 
     
Haluan todella menestyä matematiikassa. / I really want to be 
successful in the field of mathematics. 
     
Matematiikka oli minulle koulussa helpompaa kuin useimmille 
muille. / Mathematics was easier to me than to many others at 
school.   
     
Olen varma, että pystyn oppimaan vielä lisää matematiikkaa. / 
I am sure that I am capable of learning still more mathematics. 
     
Olen ahkera. / I am hard-working.      
Luotan itseeni matematiikassa. / I trust myself when it comes 
to mathematics. 
     
Tiedän, että voin menestyä matetiikassa. / I know that I can be 
successful in mathematics. 
     
Matematiikan opiskelussa tärkeintä on asioiden ymmärtämi-
nen. / The most important thing, when studying mathematics, 
is understanding. 
     
Minulle oli tärkeää saada hyvä numero matematiikasta. / It 
was important for me to get a good grade from mathematics. 
     
Nautin matemaattisten tehtävien pohtimisesta. / I enjoy spend-
ing time with mathematical problems. 
     
Innostukseni matematiikkaan on kausittaista. / My enthusiasm 
on mathematics is seasonal. 
     
Minulla on väärä asenne. / I have a bad attitude.      





Mielikuvat matematiikan oppimisesta ja opettamisesta / Opinions about learning 
and teaching mathematics. 
Vastaa seuraaviin väittämiin käyttämällä asteikkoa /Answer the following state-
ments using the scale 
 
5 täysin samaa mieltä / completely agree 
4 osittain samaa mieltä / partially agree 
3 en osaa sanoa / do not know 
2 osittain eri mieltä / partially disagree 
1 täysin erimieltä / completely disagree 
 5 4 3 2 1 
Matematiikka on mekaaninen ja pitkästyttävä oppiaine. / Mat-
hematics is a mechanical and boring subject.  
     
Matematiikan oppiminen on työlästä. / Learning mathematics 
is hard work. 
     
Matematiikka ei erityisemmin poikkea muista kouluaineista. / 
Mathematics is not so different from the other school subjects. 
     
Matematiikkaa opitaan laskemalla. / Mathematics is learned 
by doing calculations. 
     
Toisilla ihmisilla on matikkapäätä ja toisilla kielipäätä. / Others 
are naturally talented in mathematics others in languages. 
     
Yksintyöskentely on tärkeä menettelytapa matematiikan ope-
tuksessa. / Working alone is an important method in teaching 
mathematics. 
     
Jos opettaja on itse liian hyvä matematiikassa, hän ei osaa 
selittää selvästi. / If the teacher himself/herself is too good at 
mathematics, he/she cannot explain clearly. 
     
Opettajan kuuluu näyttää, kuinka uusia menetelmiä käytetään 
matematiikassa. / Teacher should show how new methods 
are used in mathematics. 
     
Matematiikan tehtävien ratkaisemissa nopeus on tärkeää. / It 
is important to be fast when solving mathematical problems. 
     
Matematiikan oppiminen on suurimmaksi osaksi ulkoa oppi-
mista. / Learning mathematics is mainly learning things by 
heart. 
     
Jokainen pystyisi oppimaan matematiikkaa, jos opetuksen 
työmuotoihin kiinnitettäisiin enemmän huomiota. / Everyone 
would learn mathematics, if the teaching methods would get 
more attention. 
     
Opetuksessa pitäisi kiinnitää entistä enemmän huomiota käy-
tännön sovelluksiin. / Practical application should get more at-
tention in teaching. 
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Mielikuvat matematiikasta. /Associations about mathematics. 
Vastaa seuraaviin väittämiin käyttämällä asteikkoa /Answer the following state-
ments using the scale 
 
5 täysin samaa mieltä / completely agree 
4 osittain samaa mieltä / partially agree 
3 en osaa sanoa / do not know 
2 osittain eri mieltä / partially disagree 
1 täysin erimieltä / completely disagree 
 5 4 3 2 1 
Matematiikka on vaikeaa. / Mathematics is hard.      
Matematiikka on numeroita ja laskemista. / Mathematics is 
numbers and calculations. 
     
Matemaattisten ongelmien ratkaisussa on vain vähän tilaa 
omaperäisille ajatuksille. / There is only little room for original 
thoughs in the solutions of mathematical problems. 
     
Matematiikka on joukko sääntöjä. / Mathematics is a set of ru-
les. 
     
Matemaattinen ongelma voidaan aina ratkaista eri tavoin. / A 
mathematical problem can always be solved in multiple differ-
ent ways. 
     
Matematiikan alalla tehdään uusia oivalluksia jatkuvasti. / 
There are new insights in the field of mathematics all the time. 
     
Yritystä ja erehdystä voidaan käyttää matematiikan tehtävien 
ratkaisussa. / Trial and error can be used in solving mathema-
tical problems. 
     
Kyky arvioida on tärkeä matemaattinen taito. / The ability to 
estimate is an important mathematical skill. 
     
Matematiikka auttaa ajattelemaan loogisesti. / Mathematics 
helps to think logically. 
     
Matematiikassa ei ole tehty uusia keksintöjä pitkään aikaan. / 
There have not been new innovations in the field of mathemat-
ics for a long time. 
     
Matematiikka on hyvä ala luovalle ihmiselle. / Mathematics is 
a good career for a creative person.  
     
Matemaattisia ongelmia voidaan ratkaista käyttämättä sääntö-
jä. / Mathematical problems can be solved without using rules. 
     
Useimmille matemaattisille tehtäville on olemassa erilaisia rat-
kaisutapoja. / There are multiple different ways to solve most 
mathematical problems.   





LIITE 2.  
 
Oikeiden vastausten lukumäärät tehtäviin 2, 3 ja 4 MYP yläkoululaisten ryh-
mässä (N=49), lukiolaisten MAA2 kurssilla (N=27), lukiolaisten MAA8 kurssilla 




MAA2 MAA8 Lukiolaiset 
2a 44 27 27 54 
2b 24 9 13 22 
2c 19 11 17 28 
2d 12 5 13 18 
2e 31 21 18 39 
2f 32 18 22 40 
2g 33 22 27 49 
2h 29 10 9 19 
2i 14 7 0 7 
3a 46 20 22 42 
3b 44 17 19 36 
3c 36 11 13 24 
3d 18 7 10 17 
3e 14 10 15 25 
4a 30 14 15 29 
4b 21 13 12 25 
 
 
Tehtävien suhteelliset oikeiden vastausten lukumäärät tehtäviin 2, 3 ja 4 MYP 
yläkoululaisten ryhmässä (N=49), lukiolaisten MAA2 kurssilla (N=27), lukiolais-




MAA2 MAA8 Lukiolaiset 
2a 0,897959 1 1 1 
2b 0,489796 0,333333 0,481481 0,407407 
2c 0,387755 0,407407 0,62963 0,518519 
2d 0,244898 0,185185 0,481481 0,333333 
2e 0,632653 0,777778 0,666667 0,722222 
2f 0,653061 0,666667 0,814815 0,740741 
2g 0,673469 0,814815 1 0,907407 
2h 0,591837 0,37037 0,333333 0,351852 
2i 0,285714 0,259259 0 0,12963 
3a 0,938776 0,740741 0,814815 0,777778 
3b 0,897959 0,62963 0,703704 0,666667 
3c 0,734694 0,407407 0,481481 0,444444 
3d 0,367347 0,259259 0,37037 0,314815 
3e 0,285714 0,37037 0,555556 0,462963 
4a 0,612245 0,518519 0,555556 0,537037 
4b 0,428571 0,481481 0,444444 0,462963 
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LIITE 3. Tilastollinen analyysi tehtävien 2, 3 ja 4 vastauksille. 
Keskiarvot ja varianssit laskettiin suhteellisista oikeista vastauksista (Liitteessä 
2), koska ryhmissä oli eri määrä koehenkilöitä. Varianssit laskettiin otosvarians-
sin kaavaa käyttäen: 
   
∑     ̅ 
 
   
  
jossa  
    otosvarianssi 
     ̅   havainnoin ja keskiarvon erotus 
   havaintojen lukumäärä. 
 
  MYP MAA2 MAA8 Lukiolaiset 
Tehtävä 2 
keskiarvo 0,539683 0,534979 0,600823 0,567901 
otosvarianssi 0,327664 0,321978 0,406112 0,362826 
Tehtävä 3 
keskiarvo 0,644898 0,481481 0,585185 0,533333 
otosvarianssi 0,091129 0,039095 0,031139 0,034534 
Tehtävä 4 
keskiarvo 0,433673 0,428479 0,503467 0,465364 
otosvarianssi 0,022476 0,022685 0,018956 0,021028 
 
Suureen t –arvo saatiin t-testin kaavaa käyttäen: 
  











 ̅   ensimmäisen jakauman keskiarvo 
 ̅   toisen jakauman keskiarvo 
    ensimmäisen ryhmän havaintojen lukumäärä 
    toisen ryhmän havaintojen lukumäärä. 
 
Jälleen käytettiin suhteellisiin oikeisiin vastauksiin perustuvia arvoja ja kussakin 




  MYP&MAA2 MYP&MAA8 MYP&Luk 
Tehtävä 2 
t 0,039893 -0,47797 -0,2365 
df 16 16 16 
p >0.1 >0.1 >0.1 
Tehtävä 3 
t 1,012596 0,381854 0,703735 
df 8 8 8 
p >0.1 >0.1 >0.1 
Tehtävä 4 
t 0,217838 0,190138 0,206093 
df 2 2 2 










Graafinen Symbolinen Verbaalinen 
/9 /5 /2 
1 
5 3 2 
5 3 0 
5 5 1 
6 3 1 
6 3 2 
2 
7 3 1 
5 5 0 
4 3 2 
4 3 1 
6 4 1 
3 
5 5 1 
5 2 1 
4 
3 3 1 
6 3 2 
7 5 1 
5 2 2 
3 1 1 
4 3 0 
6 3 0 
5 
3 5 2 
6 3 2 
4 4 2 
8 3 2 
7 3 0 
7 3 1 
6 
3 3 0 
5 3 2 
7 2 1 
4 2 1 
5 3 2 
6 2 0 
4 3 1 
4 3 1 
4 3 0 
7 
3 3 1 
5 2 1 
6 3 2 
2 3 2 
4 5 1 
5 4 0 
8 
4 4 0 
3 3 0 
7 4 2 
5 3 0 
5 3 2 
3 5 2 
4 3 0 
5 3 1 







Faktori muuttujineen Lataus 
Faktori 1: Motivaatio            
Olen valmis työskentelmään pitkänkin aikaa ymmärtääkseni uuden asian ma-
tematiikassa. 
0,504 
Haluan todella menestyä matematiikassa. 0,569 
Matematiikka oli minulle koulussa helpompaa kuin useimmille muille. 0,824 
Luotan itseeni matematiikassa. 0,847 
Tiedän, että voin menestyä matematiikassa. 0,797 
Nautin matemaattisten tehtävien pohtimisesta. 0,743 
Minulla ei ole väärä asenne. 0,300 
Innostukseni matematiikkaan ei ole kausittaista. 0,221 
Faktori 2: Asenne matematiikan opiskeluun 
          
 
Haluan todella menestyä matematiikassa. 0,519 
Olen varma, että pystyn oppimaan vielä lisää matematiikkaa. 0,755 
Olen ahkera. 0,155 
Tiedän, että voin menestyä matematiikassa. 0,423 
Matematiikan opiskelussa tärkeintä on asioiden ymmärtäminen. 0,292 
Minulle oli tärkeää saada hyvä numero matematiikassa. 0,634 
Olen tehnyt riittävästi töitä. 0,324 
Faktori 3: Uskomukset matematiikasta            
Matematiikka on mekaaninen ja pitkästyttävä oppiaine. 0,671 
Matematiikan oppiminen on työlästä. 0,553 
Matematiikka ei erityisemmin poikkea muista kouluaineista. 0,441 
Matematiikkaa opitaan laskemalla. 0,282 
Jos opettaja on itse liian hyvä matematiikassa, hän ei osaa selittää selvästi. 0,408 
Matematiikan oppiminen on suurimmaksi osaksi ulkoa oppimista. 0,487 
Opetuksessa pitäisi kiinnittää entistä enemmän huomiota käytännön sovellu-
tuksiin. 
0,585 
Faktori 4: Käsitykset matematiikan luonteesta 
          
 
Matematiikan alalla tehdään uusia oivalluksia jatkuvasti. 0,451 
Kyky arvioida on tärkeä matemaattinen taito. 0,408 
Matematiikka auttaa ajattelemaan loogisesti. 0,523 
Matematiikka on hyvä ala luovalle ihmiselle. 0,369 
Useimmille matemaattisille tehtäville on olemassa erilaisia ratkaisutapoja. 0,632 
Matemaattisia ongelmia ei voida ratkaista käyttämättä sääntöjä. 0,458 
Matematiikassa on tehty uusia keksintöjä viime aikoina. 0,537 
Matemaattisten ongelmien ratkaisussa on paljon tilaa omaperäisille ajatuksil-
le. 
0,470 
Matemaattinen ongelma voidaan aina ratkaista eri tavoin. 0,485 
Faktori 5: Käsitykset matematiikasta            
Matematiikka on vaikeaa. 0,489 
Matematiikka on numeroita ja laskemista. 0,998 
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LIITE 6. Mann-Whitneyn U-testin tulokset funktiokäsityksen ja matematiikkaku-
van faktoreiden yhteyksistä. 
 





1 2 3 4 5 6 7 
2        
      
      
3   3    
      
 
       
      
     
4        
      
 
       
      
 
      
      
    
5        
      
 
       
      
 
      
      
 
       
      
   
6  
       
      
 
       
      
 
      
      
 
       
      
 
       
      
  
7        
      
 
       
      
 
      
      
 
       
      
 
       
      
 
  3    
      
 
8        
 
       
 
      
 
    3  
 
      
 
    3  
 
      
 
       
 
      
 
       
 
       
 
       
 
      
 











1 2 3 4 5 6 7 
2  
       
      
      
3  
      
      
 
      
      
     
4  
      
      
 
       
      
 
 3    
      
    
5  
       
      
 
       
      
  5,00 
      
 
      
 
       
   
6  
  3    
      
 
       
      
 
      
      
 
       
      
 
       
      
  
7  
      
      
 
      
      
 
      
      
 
       
      
 
      
 
       
  11,00 
      
 
8  
      
 
       
 
       
      
 
      
      
 
       
      
 
      
 
       
  10,50 
 
       
 
       











1 2 3 4 5 6 7 
2   6,50 
      
      
3        
      
 
      
      
     
4  
       
      
 
       
      
 
      
      
    
5   8,50 
      
 
       
      
 
      
 
     3 
 
  3    
      
   
6  
       
      
 
       
      
 
      
 
    3  
 
       
      
 
       
      
  
7        
      
 
       
      
 
      
 
       
 
       
      
 
      
 
       
 
       
      
 
8        
 
       
 
       
      
 
      
 
       
 
 3     
      
 
      
 
       
 
       
 
       
  18,00 












1 2 3 4 5 6 7 
2   5,00 
      
      
3        
      
       
      
     
4  
       
      
 
       
      
 
      
      
    
5  
       
      
 
       
      
 
      
      
 
       
      
   
6  
       
      
  13,50 
      
 
      
      
 
       
      
 
  3    
      
  
7   10,00 
      
       
      
  3,50 
      
 
  3    
      
 
       
      
 
       
      
 
8   7,00 
 
    3  
  20,50 
      
  8,50 
      
 
       
      
 
       
 
       
 
       
      
 
  3    













1 2 3 4 5 6 7 
2  
      
      
      
3  
      
      
       
      
     
4  
  3    
      
 
       
      
 
      
      
    
5  
       
      
 
       
      
 
      
 
       
  15,00 
      
   
6  
       
      
 
       
      
 
      
      
 
       
      
 
       
      
  
7  
       
      
       
      
 
      
      
 
       
      
 
       
      
 
       
      
 
8  
       
 
       
  19,00 
      
 
      
      
  11,50 
 
    3  
 
 3    
 
       
 
       
 
       
 
       





LIITE 7. Mann-Whitneyn U-testin tulokset matematiikan päätöarvosanan ja ma-
tematiikkakuvan faktoreiden yhteyksistä. 
 
Faktori 1: Motivaatio 
 
Päättöarvosana 7 8 9 
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Faktori 2: Asenne matematiikan opiskeluun 
 
Päättöarvosana 7 8 9 
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Faktori 3: Uskomukset matematiikasta 
 
Päättöarvosana 7 8 9 
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Faktori 4: Käsitykset matematiikan luonteesta 
 
Päättöarvosana 7 8 9 
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Faktori 5: Käsitykset matematiikasta 
 
Päättöarvosana 7 8 9 
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